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(590) CONSTRUCTION EXPLICITE DE SURFACES
ALGÉBRIQUESDONT LA PROJECTIONEST
IMPOSÉE

Résumé: SoitSun ensembledeRn donnépardesinégalitéspolynomiales.On construit
explicitementunevariété(si possibleirréductible)deRn

�
1 dontla projectionsurRn estS.

Thèmeapplicatif , mots clefs: géométrieeffective.

� Il estrappeléquele jury n’exige pasunecompréhensionexhaustivedu texte. Vousêtes
laissé(e)libre d’organiservotre discussioncommevousl’entendez.Dessuggestionsde
développement,largementindépendanteslesunesdesautres,voussontproposéesenfin
detexte. Vousn’êtespastenu(e)delessuivre. Il vousestconseillédemettreenlumière
vosconnaissancesà partir dufil conducteurconstituépar le texte. Le jury demandeque
la discussionsoitaccompagnéed’exemplestraitéssur ordinateur.

Intr oduction

L’inégalité x � 0 estsouvent remplacée“x a uneracinecarrée”ou “il existe t � IR tel que
t2 � x � 0”. C’est l’exemplele plus simpled’élimination d’une inégalité.IR

�
apparaîtalors

commela projectiond’un parabole.
Soit S, un ensembledela forme

S ��� x � IRp � b1 	 x 
�� 0 �
���
��� bn 	 x 
�� 0 � c1 	 x 
�� 0 �
�
�
��� cm 	 x 
�� 0 � �
oùlesbi etlesci sontdespolynômes.Untelensembleestcommunémentappelésemi-algébrique.

Le problèmequenoustraitonsici estde trouver un ensemblealgébriquede IRp
�

1 dont la
projectionestexactementS. C’est,en quelquesorte,uneréciproquedu Théorèmede projec-
tion (Tarski-Seidenberg) qui affirme que la projectiond’un ensemblesemi-algébriqueestun
ensemblesemi-algébrique.

Nousrappelonsqu’un ensemble(variété)algébriqueestl’ensembledeszérosd’un système
d’équationspolynomiales.Unevariétéestdite irréductiblesi elle nepeutêtrela réunion(non
triviale)deplusieursvariétésalgébriques.

Nousmontronsle résultatsuivant:

Proposition1. Il existeun polynômeirréductibleP 	 x1
���
����� xp

� t 
 tel que

	 x1
�
�
�
��� xp 
�� S ��� t � IR � P 	 x1

�
�
����� xp
� t 
�� 0 �

Nousterminonsavecdesexemplesconcrets.
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Construction de polynômesadaptés

Soit x � 	 x1
�
�
�
� � xn 
 � IRn, un paramètreet t uneindéterminéedetelle façonquenouspuis-

sionsparlerdesracinesdeP 	 x � t 
 � IR
�
x � � t � .

Définissonslespolynômesai � IR
�
x � dela façonsuivante:

ak 	 x 
�� xk
�

1 	 x1 ��������� xk 
 � k � 0 ���
�
��� n � 1 �
Il estfaciledevoir quea1 	 x 
 �
�
�
��� an � 1 	 x 
�� 0 si et seulementsi x � IR

� n oux � IR � n.

Théorème1. SoitP1 	 x1
� u
�� u � x1 et

Pk
�

1 	 x1
�
�
����� xk

�
1
� u
�� Pk

	
a1 	 x 
 �
�
�
��� ak 	 x 
 ��
 u � 	 x1 ��������� xk

�
1 
�
 2 �

Alors lespropositionssuivantessontvraies:

(i) Pn esthomogènededegré2n � 1.

(ii) Six � IR
� n, alorsPn 	 x � u
�� 0 � 0 � u � 2

n
∑

i � 1
xi
�

(iii) Six � IR
� n, alorsPn 	 x � t2 
 n’a quedesracinesréelles.

(iv) SiPn 	 x � t2 
 a uneracineréelle, alorsx � IR
� n.

(v) Pn 	 x1
�
�
�
� � xj � 1

� 0 � xj
�

1
���
�
��� xn

� t 
 ��� Pn � 1 	 x1
�
�
����� xj � 1

� xj
�

1
�
�
�
� � xn

� t 
�� 2

(vi) Pn estirréductibledansIR
�
x � t � etunitairedanschacunedesvariables.

Preuve.— Montronstoutd’abord(i, ii, iii, iv) parrécurrencesurn.
Supposonsquecespropositionssoientsatisfaitesaurangk. Onaalors

(i) C’estvrai carai esthomogènededegré2.

(ii,iii) SiuestracinedePk
�

1 	 x � u
 alorsv � 	 u � 	 x1 ��������� xk
�

1 


 2 estracinedePk 	 a1 	 x 
 �
���
��� ak 	 x 
 � v

et ona

	 u � 	 x1 ��������� xk
�

1 


 2 � 2 	 a1 	 x 
 ��������� ak 	 x 
�
 � 	 x1 ��������� xk
�

1 
 2 �
d’où on déduitque0 � u � 2 	 x1 ��������� xk

�
1 
 , c’est-à-dire,lespoints(ii) et (iii).

(iv) Si Pk
�

1 	 x1
���
����� xk

�
1
� t2 
 � 0 auneracineréellealorsPk 	 a1 	 x 
 �
�
�
��� ak 	 x 
 � 	 t2 � 	 x1 ���������

xk
�

1 


 2 
 a aussiune racineréelle,par hypothèsede récurrence.Les ai 	 x 
 sont donc
positifs.Supposonsquetousles xi sontnégatifs,alorsPk 	 a1 	 x 
 ���
��� � ak 	 x 
 � v
 s’annule
pour

v � 	 x1 ��������� xk
�

1 
 2 � 2 	 a1 	 x 
 ��������� ak 	 x 


 �
Maisalorson doit avoir

	 x1 ��������� xk
�

1 
 2 � 2 	 a1 	 x 
 ��������� ak 	 x 


 �
c’est-à-dire,xi � 0 � i � 1 �
���
� � k.
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(v) Par récurrence.Au rangk � 1, posons

x j � 	 x1
�
�
����� xj � 1

� 0 � xj
�

1
���
�
� � xk

�
1 
 � x̂ j � 	 x1

�
���
��� xj � 1
� xj
�

1
���
�
� � xk

�
1 
 �

Onaalors ���� ai 	 x j 
 � ai 	 x̂ j 
 � si i � j � 1
aj � 1 	 x j 
 � 0 �

ai 	 x j 
 � ai � 1 	 x̂ j 
 � si i � j �
Maisalors

Pk
�

1 	 x j � t 
 � Pk 	 a1 	 x j 
 �
�
�
��� ak 	 x j 
 � 	 t � 	 x1 ��������� xk
�

1 


 2 

� Pk 	 a1 	 x̂ j 
 �
�
�
��� aj � 2 	 x̂ j 
 � 0 � aj � 1 	 x̂ j 
 �
� �
� � an � 1 	 x̂ j 
 � 	 t � 	 x1 ��������� xk

�
1 


 2 


� �
Pk 	 x̂ j � t 
�� 2

(vi) Toujoursparrécurrence.SupposonsPk 	 x � t2 
 irréductible.Soit

Pk
�

1 	 x � t2 
�� A 	 x � t 
 � B 	 x � t 
 �
avecA et B unitairesent. Ensubstituant0 àxk

�
1, onobtient�

Pk 	 x � t2 
�� 2 � A 	 x1
�
���
��� xn

� 0 � t 
 � B 	 x1
�
�
�
��� xn

� 0 � t 
 �
Onaalorssoit

A 	 x1
�
�
��� � xk

� 0 � t 
 � B 	 x1
�
�
�
��� xk

� 0 � t 
 � Pk 	 x � t2 
 �(1)

soit

A 	 x1
�
�
�
��� xk

� 0 � t 
 � �
Pk 	 x � t2 
�� 2 � B 	 x1

���
����� xk
� 0 � t 
 � 1 �(2)

Dansle cas(1), si x � IR
� k, Pk auneracineréellesimpledonc∂A� ∂ t �� 0. MaisalorsA

a uneuneracine(ent) surun voisinagede 	 x1
�
���
� � xk

� 0
 cequi estimpossiblecarPk
�

1
n’enapassi xk

�
1 � 0. Dansle cas 	 2
 , onobtientA 	 x � t 
 � Pk

�
1 	 x � t2 
 � B 	 x � t 
 � 1. �

Remarques.— Il n’estpasdifficile decalculerlespolynômesPi. on trouveparexemple

P1 	 x � t2 
 � t2 � x �
P2 	 x � y� t2 
 � 	 t2 � 	 x � y


 2 � xy�

P3 	 x � y� z� t2 
 � 	 
 t2 � 	 x � y � z
�
 2 � 	 xy � xz � yz
 � 2 � xyz	 x � y
 �
On peutnoterquelespolynômesPi nesontpaslesseulspossibles.Par exemplele polynôme
Q2 � t4 � 2t2 	 x � y
 � x2 � y2 s’annuleuniquementsi x � y � 0.
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Construction d’un ensemblealgébrique

Nousdéduisons,en utilisant le résultatprécédent,deux théorèmesqui nouspermettentde
construirelesvariétésalgébriquessouhaitées.

Théorème2. Il existeunpolynômeréel irréductible

Pn � m 	 x1
�
�
��� � xn

� y1
���
�
��� ym

� t2 

ayantuneracineréellesi et seulementsi touslesxi sontpositifset touslesyj sontstrictement
positifs.

Preuve.— Considérerun facteurirréductiblede

Pn � m 	 x � y � t2 
 � 	 y1 ����� ym 
 2m
�

n � 1
Pn
�

m 	 x � y1
���
�
��� ym � 1

� 1� y1 ����� ym
� t2 
 �

Parexemple,on trouveP0 � 2 	 b � c � t2 
 � 	 bct2 � b2c � 1
 2 � b2c. �
Proposition2. SoitSun ensemblesemi-algébriquedeIRm définipar

S � � x � IRp � b1 	 x 
�� 0 �
�
�
��� bn 	 x 
�� 0 � c1 	 x 
�� 0 ���
�
��� cm 	 x 
�� 0 � �
Il existeun polynômeirréductibleP 	 x � t 
 tel que

x � S � � t � IR � P 	 x � t 
 � 0 �
Preuve.— Considérerun facteurirréductiblenon trivial de Pn � m 	 bi 	 x 
 � cj 	 x 
 � t2 
 . P a une

racineréellesi et seulementsi Pn � m ena. �
Remarques.—Unevariétéalgébriquepeutnepasêtreirréductiblebienqu’ellesoitdéfiniepar

unpolynômeirréductible.Parexemple,prenantS � � 	 x � y
�� IR2 � 	 x2 � 1
 2 � 0 � , nousobtenons
P2 	 x � y� t 
�� 	 x2 � 1
 2 � t2 qui estirréductible.

Exemples

1. Triangle. Considéronsle trianglex � 0 � y � 0 � y � 	 1 � x
 . On a

T � � 	 x � y
�� IR2; x � x2 � 0 � 	 1 � x
 y � y2 � 0 �
eton trouvecommesurface

	 z2 � 	
	 x � x2 
 � 	 1 � x
 y � y2 


 2 � 	 x � x2 
 	
	 1 � x
 y � y2 
 � 0 �

2. Carré. Considéronsle carrédeIR2 :
�
0 � 1� 2 � Onobtientalors

	 z2 � 	
	 x � x2 
 	 y � y2 


 2 � 	 x � x2 
 	 y � y2 
 � 0 �
On auraitpuaussichoisircommeéquations	 x � x2 
 	 y � y2 
�� 0 et x2 � y2 � x � y � 0.
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FIG. 1. Tracéde p : � 	 z2 � x � x2 � 	 1 � x
 y � y2 
 2 � 	 x � x2 
 	
	 1 � x
 y � y2 
 � 0

3. Cerclesconcentriques.Considéronsles cerclesx2 � y2 � 1 et x2 � y2 � 4, on chercheune
surfacedontla projectionestla couronne1 � x2 � y2 � 4. On obtientparexemple,enutilisant
P1 :

z2 � 	 x2 � y2 
 2 � 5 	 x2 � y2 
 � 4

ouenutilisantP2 :

	 z2 � 3
 2 � 	 x2 � y2 
 2 � 5 	 x2 � y2 
 � 4 �
Dansle secondcasla surfaceadeuxcomposantesconnexes.

Indications pour lestracés

En MAPLE, le candidatpourrautiliser lescommandes���������
	 , �
�������������
���������
	 , 	������������
(qui permetde tracerplusieurscourbesou surfacesenmêmetemps),qui sontdansla librairie
��������� .
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Suggestionspour le développement
� Soulignonsqu’il s’agit d’un menuà la carteet quevouspouvezchoisir d’étudiercer-

tains points, pas tous, pas nécessairementdans l’ordre, et de façon plus ou moins
fouillée. Vouspouvezaussivousposerd’autresquestionsquecellesindiquéesplusbas.
Il est très vivementsouhaitéquevos investigationscomportentunepartie traitéesur
ordinateuret,si possible, desreprésentationsgraphiquesdevosrésultats.

– Démontrercomplètementle point (ii) du théorème2.

– Détaillerle point (vi) du théorème2

– Tracerunesurfacede IR3 dont la projectionsur IR2 estun carré.Quelssont les pro-
blèmesrencontrés?

– Le candidatconnaît-ild’autressurfacesde IR3 dont la projectionest la couronnea �
x2 � y2 � b?

– Généraliserla constructiond’une surfacealgébriquede IR3, de degreé4 en z, dont la
projectionestun polygoneconvexe inscrit dansun cercle.

– CalculerexplicitementPn � m 	 a1
�
�
����� an

� b1
�
�
����� bm

� t 
 pour1 � n � m � 4.
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