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(590 CONSTRJCTION EXPLICITE DE SURFACES
ALGEBRIQUESDONT LA PROJECTIONEST
IMPOSEE

Résumé: SoitSunensemblale R" donnépardesinégalitégpolynomialesOn construit
explicitementunevariété(si possiblerréductible)de R™ ! dontla projectionsurR" estS.

Théme applicatif, mots clefs: géométrieeffective.

> Il estrappeléquele jury n’exige pasunecompréhensioexhaustivedu texte Vousétes
laissé(e)libre d’organiservotre discussiorcommevousl’entendez Dessugestionsde
développemeniargemenindépendantekesunesdesautres,voussontproposéegnfin
detexte Vousn’étespastenu(e)delessuivre. Il vousestconseilléde mette enlumiere
vosconnaissancea partir dufil conducteurconstituépar le texte Lejury demandejue
la discussiorsoitaccompgnéed’exemplegraitéssur ordinateur

Intr oduction

L'inégalité x > 0 estsouventremplacée'x a uneracinecarrée”ou “il existet € IR tel que
t2 —x = 0”. C’estI'exemplele plus simple d’élimination d’une inégalité.IR™ apparaitalors
commela projectiond’un parabole.

SoitS unensemblalela forme

S={x€IRP, b (x)>0,...,bn(x) > 0,c,(x) > 0,...,cm(x) > 0},

oulesb, etlesc, sontdespolynomesUntel ensemblestcommunemerdppelésemi-algebrique

Le problémeque noustraitonsici estde trouver un ensemblealgébriquede IRP*! dontla
projectionestexactementS. C’est, en quelquesorte,uneréciproquedu Théoremede projec-
tion (Tarski-Seidenbey) qui affirme que la projectiond’'un ensemblesemi-algébriqueestun
ensemblesemi-algébrique.

Nousrappelongju’'un ensembldvariété)algébriqueest’ensembledeszérosd’un systeme
d’équationspolynomialesUne variétéestdite irréductiblesi elle ne peutétrela réunion(non
triviale) deplusieursvariétésalgébriques.

Nousmontronde résultatsuivant:

Proposition 1. Il existeun polynémerréductibleP(x, ..., Xp,t) tel que
(X15---,Xp) € S& Tt € IR,P(Xy,...,Xp,t) =0.

Nousterminonsavecdesexemplesconcrets.
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Construction de polynémesadaptés

Soitx = (X4,...,%n) € IR", un paramétreett uneindéterminéale telle fagonquenouspuis-
sionsparlerdesracinesde P(x,t) € IR[X]t].
Définissondespolynémesy; € IR[x| dela fagonsuivante:

a(X) =X 1 (X 4+ +%),k=0,...,n— 1.
Il estfaciledevoir quea, (x),...,a, ;(x) > 0sietseulemensix € IR*" oux € IR™",

Théoremel. SoitP;(x;,u) = u—x, et

2
Per1(Xps -3 X1, U) = By (al(x), g (X), (U= (X + -+ X)) )
Alorslespropositionssuivantesontvraies:
(i) P, esthommeénededegré 2",

n
(i) Sixe IRT" alorsPy(x,u)=0=0<u<27y x.
i£1

(i) Six € IRT", alors Py(x,t?) n'a quedesracinesréelles.

(iv) SiP(x,t?) auneracineréellg alorsx € IR*",

2
(V) Ba(%gs- 5%, 00X g5+ X0 ) = | Py (g5 X5 X 45+, X0, T)

(vi) P, estirréductibledansIR[x,t] etunitaire danschacunedesvariables.

Preuve — Montronstoutd’abord(i, ii, iii, iv) parrécurrencesurn.
Supposonguecespropositionsoientsatishitesaurangk. Onaalors

(i) Cestvraicara, esthomogeneledegré 2.

etona
(U= X+ + X0 1))? S 2@ (0) +- -+ a (X)) < X+ + % 1)5
d’'ou ondéduitque0 < u < 2(X; + -+ +X, ,), c'est-a-dire]espoints(ii) et(iii).

(iv) Si Pk+1(x1,...,xk+1,t2) = 0auneracineréellealorsP, (a,(X),. ., (X), (t2— (X, +--- +
Xk+1))2) a aussiune racineréelle, par hypothésede récurrenceles a;(x) sontdonc

positifs. Supposonsgjuetousles x; sontnégatifs,alorsP, (a,(x),...,a,(x),v) s'annule
pour

V> (Xt X ) > 2(8g (%) - 3 (X))
Mais alorson doit avoir
(X1+"‘+Xk+1)2 = 2(ay(X) +---+3,(x)),
c'est-a-direx, =0,i=1,...,k
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(v) ParrécurrenceAu rangk+ 1, posons

- g =
XE= (X5 X0, 00X g5 X ), X = (X e X g5 X100 X n)-

Onaalors
a(xl) = a(x),sii<j-1
a; ;(x)) =0
a(x)) = a_ (&), sii>].
Mais alors

Pk+1(XJ7t) = Pk(al(xl)v ceey ak(xj)v (t - (Xl +o +Xk+1))2)
= Pk(al(f(])v ceey aj_2(21)7 Oa aj_l(f(])7 ) an_l(f(]% (t - (Xl +et Xk+1))2)
= REYP
(vi) ToujoursparrécurrenceSupposonﬁ’k(x,t2) irréductible.Soit
P2 (X, 1%) = A(x,1) - B(x, V).
avecA etB unitairesent. Ensubstituan® ax, , ,, onobtient

[P (X, t%)]% = A(Xg, - -, X0, 0,8) - B(Xgs - - -, Xn, Oy 1),

Onaalorssoit

(1) A(xl, ... ,xk,O,t) = B(xl, ... ,xk,O,t) = Pk(x,tz),
soit

(2) AXgs - 3%, 0,1) = [R(%,2)]2, B(Xy, - - -, %, 0,t) = 1.

Dansle cas(1),six € IRTX, P, auneracineréellesimpledoncdA/ot # 0. Mais alorsA
auneuneracine(ent) surunvoisinagede (X4, ..., X,,0) cequi estimpossiblecar Pt

n‘enapassix,, ,; < 0.Dansle cas(2), onobtientA(x,t) = B ;(x,t?),B(x,t) =1. O
Remaques— Il n'estpasdifficile decalculerlespolyn6mesP.. ontrouve parexemple
P(xt?) = t®-x,
Py(x %, t?) = (2= (x+y))*—xy,
Pyleyztd) = (2= (cry+2)" — (yxztyd) —xyaty).
On peutnoterqueles polyndmesP, ne sontpasles seulspossiblesPar exemplele polynome

Q, = t*— 2t?(x+y) + X2 + y? s'annuleuniquemensi x,y > 0.
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Construction d’'un ensemblealgébrique

Nousdéduisonsen utilisantle résultatprécédentdeuxthéorémesjui nouspermettentde
construirdesvariétésalgébriquesouhaitées.
Théoreme2. Il existeun polynédmeréelirréductible
2
Pam(Xgs- -5 %0, Y- - Ym, t9)

ayantuneracineréelle si et seulemensi touslesx; sontpositifset touslesyj sontstrictement
positifs.

Preuve — Considéreun facteurirréductiblede
Pn,m(XA/atz) = (y]_ o Ym) Pn+m(xa yj_’ IERE! ym_17 l/y]_ e ym7t2) .
Par exemple ontrouve Ry »(b, ¢, t%) = (ba? — b?c— 1) — bPc. O

2m+n—1

Proposition2. SoitSunensemblesemi-algébriquele IR™ définipar
S={x€IRP,b;(x) >0,...,bn(x) > 0,c;(x) >0,...,cm(x) > O}.
Il existeun polyndmerréductible P(x,t) tel que
X € S& Tt € IR, P(x,t) =0.

Preuve.— Considérerun facteurirréductible non trivial de Pnm(b;(X), ¢; (x),t?). P a une
racineréellesi et seulemensi P, m ena. O

Remagues—Unevariétéalgébriquepeutnepasétreirréductiblebienqu’elle soitdéfiniepar
unpolynémeirréductible Par exemple prenaniS= {(x,y) € IR?, (x? — 1)? < 0}, nousobtenons
P, (X, y,t) = (X2 — 1)24t2 qui estirréductible.

Exemples
1. Triangle. Considéronge trianglex> 0,y > 0,y < (1-x).Ona

T ={(xy) € IR% x—x*>0,(1-X)y—y* > 0}
eton trouve commesurface

(Z = (x=X*) + (1 =X)y—y*))? = (x=x*) (1~ x)y~y*) = 0.

2. Carré. Considéronge carrédelR? : [0, 1]2. Onobtientalors

(Z = ((x=X)(y=¥?))? = (x=¥) (y—y*) = 0.

On auraitpu aussichoisircommeéquationgx— x?) (y — y?) > 0 etx? +y> —x—y > 0.
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FIG. 1. Tracédep:= (Z—x+X2— (1-X)y+y?)2— (x—x%) (1—x)y—y?) =0

3. Cerclesconcentriques Considéronses cerclesx? +y? = 1 et x2 +y? = 4, on chercheune
surfacedontla projectionestla couronnel < x2 +y? < 4. On obtientparexemple en utilisant
P :

Z+ (X +Y)2 =50 +Y%) +4
ouenutilisantP, :

(Z =32+ (< +¥))? =50 +y°) + 4.

Dansle secondcasla surfacea deuxcomposantesonnees.

Indications pour lestracés

EnMAPLE, le candidatpourrautiliser lescommandeglot3d, implicitplot3d, display
(qui permetde tracerplusieurscourbesou surfacesen mémetemps),qui sontdansla librairie
plots.
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Suggestiongour le développement

> Soulignongqu’il s’agit d’'un menua la carte et que vouspouvezchoisir d’étudier cer-
tains points, pas tous, pas nécessagmentdans|'ordre, et de facon plus ou moins
fouillée Vouspouvezaussivousposerd’autresquestiongjuecellesindiquéeplusbas.
Il esttrés vivementsouhaitéque vosinvestigationscomportentune partie traitée sur
ordinateuret, si possible desreprésentationgraphiquesievosrésultats.

— Démontrercompléetemenie point (i) duthéoreme2.
— Détaillerle point (vi) duthéoréme2

— Tracerune surfacede IR? dontla projectionsur IR? estun carré.Quelssontles pro-
blemesencontré®

— Le candidatconnait-ild’autressurfacesde IR? dontla projectionestla couronnea <
X +y*<b?

— Généraliseta constructiond’une surfacealgébriquede IR®, de degreé4 en z, dontla
projectionestun polygonecorvexe inscritdansun cercle.

— CalculerexplicitementPy m(ay, - .., an, by, ..., bm,t) pourl <n4+m< 4.
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