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1. Introduction

Soit A une partie du plan; de nombreux problémes géométriques requiérent de
déterminer I’enveloppe convexe de A, de maniére aussi efficace que possible. Ce texte
se veut une introduction au sujet ; il est pour ’essentiel issu du livre de Preparata
et Shamos, Computational geometry, an introduction (Springer-Verlag, 1985).

Quelques définitions pour commencer.

L’enveloppe convexe d’une partie A de R™ sera notée conv(A); c’est la plus petite
partie convexe de R™ qui contient A. C’est aussi l'intersection des demi-espaces
affines de R™ qui contiennent A (Hahn-Banach).

Soit C' une partie convexe de R" ; la dimension de C' est par définition la dimension
du plus petit sous-espace affine E' de R™ qui contient C. De plus, C' est ouvert dans E.

Soit, C' une partie convexe de R™. Un point x € C est dit extrémal s’il n’existe pas
de couple (y, z) de points de C' tel que x € y, z[. Soit ¢ une forme linéaire sur R" qui
est positive ou nulle sur C'. L’intersection de C' avec I’hyperplan d’équation ¢ = 0
est une partie convexe de R" dont les points extrémaux sont des points extrémaux
de C. Cela permet de démontrer un théoréme de Choquet qui affirme qu’une partie
convezre compacte de R™ est [’enveloppe convexe de ses points extrémauc.

Un polytope P est I'enveloppe convexe d'un ensemble fini A de points de R";
c’est une partie compacte de R". Ses points extrémaux sont appelés sommets ; ils
appartiennent a A. Une face F' de P est une partie non vide F' de P qui est 'inter-
section de P avec un demi-espace fermé qui contient P. C’est une partie convexe.
Une face F' de P est 'enveloppe convexe d'une partie de I'ensemble des sommets
de P.

Un simpleze est 'enveloppe convexe de n + 1 points de R™ qui ne sont pas situés
dans un méme hyperplan affine.

Supposons que dim(P) = n. Pour chaque face F' de dimension n — 1 (facette),
soit ¢p une équation de I'hyperplan (F') qui est positive sur P. Alors, P est 'in-
tersection des demi-espaces ¢ > 0. Inversement, soit P une partie compacte de
R", intersection d’un nombre fini de demi-espaces. On peut démontrer que P est un
polytope.

Déterminer I'enveloppe convexe d’un ensemble fini A de points de R" signifiera
donc en déterminer les sommets et les faces.
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2. Déterminer les sommets d’un polytope convexe

Soit A une partie finie de R™ et soit C' son enveloppe convexe. On supposera a
I'occasion que C' est de dimension n.

Voici un moyen simple, mais pas trés efficace, de déterminer les sommets de A.

En effet, un point € A est un sommet de conv(A) s’il n’existe pas n + 1 points
ag, .. .,a, € A\{zx} tels que x appartienne au simplexe conv(ay, . . ., a,). (Démontrer
ceci en utilisant le théoréme de Carathéodory.)

De plus, cette condition est assez facile a tester, par exemple en résolvant le
systéme linéaire © = > " Nia;, i g Ai = 1, en n+ 1 variables Ag, ..., \,. Dans le
cas ou les a; sont affinement indépendants, le point x appartient & leur enveloppe
convexe si et seulement si tous les \; sont positifs.

Quelle est la complexité de cet algorithme? Supposons que A ait N éléments. Il
faut parcourir, pour chaque élément x de A, les (]T\L[J:ll) parties de A\ {z}, résoudre
le systéme linéaire et éliminer le point x si ce n’est pas un sommet. C’est donc en
gros un algorithme en O(N™*2).

3. Enveloppe convexe d’une étoile (Graham scan)

Une étoile (centrée en lorigine O) est un polygone a; ...ay du plan R? tels que

les angles (Omi) pris dans [0, 27| forment une suite croissante (& permutation
circulaire des a; prés). Dans la suite de ce paragraphe, on définira a,, pour m € Z
comme a,, ou 7 est 'unique entier de {1,...,N} tel que m = r (mod N). Un
polygone convexe a; ...ay est une étoile centrée en chacun de ses points intérieurs.

Soit A un ensemble fini du plan; soit O un point de l'intérieur de ’enveloppe
convexe de A, par exemple l'isobarycentre des points de A. Quitte & trier les angles
(Ox,0a), pour a € A, (voire leurs tangentes y,/z,), on peut supposer que A =
{ai,...,an}, ot a;...ay est une étoile centrée en O.

Notons que I'enveloppe convexe de A est celle de la réunion des triangles Oa;a;.1,
pour 1 < i < N. Alors, 'enveloppe convexe de A peut étre déterminée grace au
résultat suivant : si l’angle a;_1a;a;11 est aigu, a; appartient au triangle Oa;_qa;11,
donc a; n’est pas un sommet et 'enveloppe convexe de A est celle de A\ {a;}. La
méthode consiste a parcourir la liste aq,...,ay en partant de « = 1. Ensuite, on
tente d’enlever a; : si 'angle a;_ja;a;,1 est obtus, on passe au point suivant ; sinon,
on enléve a; de la liste et on fait un pas en arriére en revenant au point a;_;. Pour
programmer convenablement 1’algorithme, il convient de supposer que a; est un
sommet ; on peut par exemple prendre le point le plus & gauche.

La complexité de cet algorithme est linéaire en le nombre N de points, une fois
qu’il est ordonné de sorte a former une étoile. Le tri des angles a quant a lui une
complexité en O(N?) avec un algorithme idiot, ou en O(N log N) avec un algorithme
optimal.

Variante. Soit A un ensemble fini du plan; soit C' son enveloppe convexe. Soit a
un point d’abscisse minimale et b un point d’abscisse maximale, choisis d’ordonnée
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FIGURE 1. Détermination de ’enveloppe convexe d’une étoile

maximale si nécessaire. Ce sont des sommets de C'. On trie les points au-dessus de
(ab) par abscisses croissantes (en gardant le point d’ordonnée maximale si plusieurs
points ont méme abscisse). On obtient ainsi une suite aq, ..., a,. Dire que 'angle
a;_1a;a;+1 est aigu signifie exactement que les ordonnées (y;_1,¥;, yi+1) ne forment
pas une suite monotone. On détermine ainsi aisément les sommets de C' au-dessus
de (ab), ordonnée de sorte a former un polygone convexe aa;, ...a; b. On fait de
méme avec la partie inférieure.

Remarque. Le lien entre le probléme de I’enveloppe convexe et celui du tri est bien
mis en évidence par cet algorithme, au moins dans un sens : trier permet de calculer
I’enveloppe convexe. Inversement, soit x1, ..., x, une suite de nombres réels. Soit A
'ensemble des points de coordonnées (z;, x?). Quelle est 'enveloppe convexe de A?
En déduire que si ’on sait calculer efficacement une enveloppe convexe, on sait trier
tout aussi efficacement une suite de nombres réels.

4. Diviser pour régner

Soit encore A une partie finie du plan et soit C' son enveloppe convexe. Un al-
gorithme de calcul de C' de type « diviser pour régner » se décrirait de la facon
suivante :

— On décompose A en deux sous-ensembles A; et A; qui en forment une partition
et on en calcule les enveloppes convexes, C et Cy, de maniére récursive;

— On calcule I'enveloppe convexe de Cy U Cs.

Les subtilités de I’algorithmes proviennent ainsi de deux points :

— Trouver une partition efficace. En pratique on choisit les deux parties A; et As
approximativement de méme cardinal ;
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— Calculer de maniére efficace I’enveloppe convexe de la réunion de deux convexes.

Concentrons-nous sur ce dernier aspect. En pratique, déterminer une enveloppe
convexe (' signifie avoir calculé un polygone convexe P dont l'intérieur est C'. En
particulier, les sommets de P (donc de C') sont ordonnés de sorte a former une étoile.
L’algorithme récursif fournit ainsi des polygones P; et P, dont les intérieurs sont les
enveloppes convexes C7 et Cy de A; et As,.

Soit O un point intérieur a P; ; par exemple son centre de gravité. Le point O sera
intérieur & C', mais on doit distinguer deux cas, suivant que O appartient a/(]i ou

pas. Pour décider dans quel cas on se trouve, il faut regarder les angles (Ox, Oa),
pour a parcourant les sommets de P, dans le sens trigonométrique.

(1) S’ils forment une suite croissante (modulo 27), le point O appartient o Cs.
On peut alors ordonner la réunion des sommets de P; et de P, de sorte a obtenir
une étoile E/ centrée en O. Ceci se fait avec une complexité linéaire en le nombre de
points (fusion de deux listes triées). L’enveloppe convexe de 1'étoile E est égale a C'.

(2) Sinon, ces angles sont compris entre deux valeurs différant d’au plus 7 et le
polygone Py est contenu dans un secteur angulaire aigu de sommet O. Not%lia et b
les deux sommets de P, tels que P, soit contenu dans le secteur angulaire aOb. Soit
alors F 1'étoile obtenue en parcourant, dans le sens trigonométrique, les sommets
de P, et de P, entre a et b, puis ceux de P; dans le secteur complémentaire. (En
clair, on a éliminé la moitié des sommets d'un des deux polygones.) Son enveloppe
convexe est C.

Une fois obtenue une étoile, on calcule son enveloppe convexe par la méthode du
paragraphe précédent.

Analysons la complexité T'(N) de 'algorithme obtenu, ot N est le nombre de
points. Une fois obtenus P; et P;, le polygone P est obtenu avec une complexité
O(N) pour la fusion des listes et O(N) pour le calcul de I'enveloppe convexe d’une
étoile. La complexité T'(N) vérifie ainsi 'inégalité

T(N) < 2T(N/2)+ O(N),
dont la solution est T'(N) < O(N log N).

5. Deux applications

Calcul du diametre d’une partie du plan. — Soit A une partie finie du plan.
Supposons qu’on doive déterminer le diamétre de A et, plus précisément, deux points
a et b de A dont la distance est maximale. L’approche naive consiste a parcourir
toutes les paires de points et & en sélectionner la plus grande distance. Cela fournit
un algorithme en O(N?), si N est le nombre de points.

Toutefois, la partie A a méme diamétre que son enveloppe convexe (le démon-
trer...). Suppons cette derniére calculée, ce qu’on peut faire en O(N log N).

Si ay ...a, est un polygone convexe, la fonction i — d(aq, a;) est croissante puis
décroissante. On calcule 7; tel que d(ai,a;) soit maximal. Puis on passe a 2 et
I'on cherche iy tel que d(as, a;,) soit maximal, etc. Le fait & remarquer est que la
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suite i1, 1s,... est croissante (modulo n). Ainsi, on n’a pas a tester un nombre de
couples de l'ordre de N?, mais au plus 2N. De la sorte, on obtient un algorithme en
O(Nlog N) qui calcule le diamétre d'une partie finie du plan.

Régression monotone. — On dispose d’une suite de données (expérimentales)
(zi,y;) € R?, pour i € {1,...,n}. L’objectif est de déterminer une fonction crois-
sante f pour laquelle Pexpression Y i (y; — f(;))? soit minimale (moindres carrés).
Supposons en outre que i — x; soit croissante, cas auquel on peut se ramener quitte
a trier les données suivant leur premiére coordonnée. Le probléme ne donne cepen-
dant pas aucune condition sur f dans l'intervalle |z;, z;41[. Plus précisément, on
cherche donc une suite (y;) croissante telle que " | (y; — yF)? soit minimale.

Pour 1 < i < n, posons s; = > i<iYi- Soit alors C* 1’« enveloppe convexe infé-
rieure » de 'ensemble A des points de coordonnées (z;,s;), pour 1 < i < n. Soit
A* C A I'ensemble des sommets de C'. La fonction continue affine par morceaux s*
qui vaut s; en x; si (z;, s;) appartient & A* est convexe; Si s est la fonction continue
affine par morceaux qui vaut s; en x; pour tout 7, s* est la plus petite fonction
convexe, affine par morceaux et continue qui soit supérieure ou égale a s. Pour tout
i, soit y; le point de I'intervalle [s (z;), sy(x;)] qui est le plus proche de y;.

On peut démontrer que la suite () est solution du probléme posé.

Du point de vue pratique, ’ensemble A* des sommets de C* s’obtient par Graham
scan (ou plutot sa variante). On part de i = 1; si la suite (y;—1, ¥, ¥i+1) n'est pas
monotone, on enléve le point (z;,y;) de la liste et on diminue i de 1; sinon, on passe
au point suivant.



