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Résumé

Nous définissons des algébres de Hopf dont les bases sont étiquetées par divers types de graphes et hypergraphes et
réalisons comme sous-algébres d’'une algébre de polyndmes en une infinité de variables. Ces algébres sont graduées par
nombre d’'arétes et peuvent étre considérées comme des généralisations des fonctions symétriques ou quasi-Syouétriques.
citer cet article: J.-C. Novelli et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hopf algebras of graphs. We define graded Hopf algebras with bases labeled by various types of graphs and hypergraphs,
provided with natural embeddings into an algebra of polynomials in infinitely many variables. These algebras are graded by
the number of edges and can be considered as generalizations of symmetric or quasi-symmetric flioctterthis article:

J.-C. Novelli et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On connait de nombreux exemples d’algébres de Hopf graduées dont les bases sont indexées par des objets co
binatoires [4,12,10]. La notion dlgébre de Hopf combinatoire est utilisée de maniere informelle depuis quelques
années, et certains auteurs ont proposé de lui donner unrgais[ft]. Si I'on adopte leur définition, ce sont les al-
geébres munies d’'un homomorphisme vers I'algébre degifomequasi-symétriques. Dans la plupart des exemples
connus, I'existence de cet homomorphisme, qui peut paraitstémeuse si I'on s’en tient a la définition abstraite
de l'algébre (dont le produit et le coproduit ne sont souvent définis que de maniére récursive), s'explique sim-
plement par une réalisation de I'algébre en termes de polynémes (en variables commutatives ou non). Nous nou
proposons ici de construire diverses algebres de Hopf de graphes directement munies de telles réalisations.
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Nous considérons des graphes éttggeou non, orientés ou non, avec ou sans boucles ou arétes multiples, ce
qui donne déja 16 algébres de Hopf commutatives, mamscocommutatives. Par dualité, nous obtenons ensuite
16 algébres non commutatives. Il existe déja de nombreux exemples d’algébres de Hopf construites sur diver:
types de graphes (algébres d’incidence [12] ou de rerdmatian [6,7]), mais celles considérées ici sont d’un type
différent.

Nous employons les conventions suivantes pour désigner ces algebres. Les acronymes des algébres commu
tives s’écrivent en italiques. Par exempgm et QSym désignent respectivement les fonctions symétriques et les
fonctions quasi-symétriques [3,9]. Les acronymes des algébres non commutatives sont en caractéres gras. Ains
Sym, FQSym, MQSym correspondent respectivement aux fonctions symétrigues non commutatives, aux fonc-
tions quasi-symétriques libres, et aux fonctions quasi-syquéts matricielles. Les noms des algébres sont choisis
en fonction du procédé de construction. Dans ce qui suit, les algébres commutatives apparaissent comme des g
néralisations naturelles des fonctions quasi-symétriqgraplies étiquetés) ou des ftinas symétriques (graphes
non étiquetés). Elles seront respectivement noB@Sym’ et GTSym", v étant un vecteur booléen indiguant les
options retenues (orientati, boucles, arétes multiples). Nous renvoyoredgeur a [2] pour lesigres notations.

Ce travail a bénéficié du soutien du réseau européen ACE (HPRN-CT-2001-00272).

2. Graphes étiquetés, orientés, avec boucles et ar étes multiples

Les bases linéaires de I'algéb@QSym! sont indexées par les graphes étiquetés, orientés, avec boucles et
arétes multiples, sans sommet isolé (c’est-a-dire, n'appartenant a aucune aréte), les sommets étant numéroteés |
des entiers successifs.1.,m. Un tel grapheG a m sommets est donc décrit par une matrice d’'adjacenee
(aij);’fj:l telle qu'il n’existe pas d'indicé vérifianta;; = a;; = 0 pour tout;.

Solentx,,, r, s > 1, des indéterminées. Au grap&ie nous associons la série formelle (infinie)

Mg = Z l_[xf_/fk. (1)

r<--<rm j,k=1

Par exemple, pour le graphe a deux somrfiets- 2}, on obtient) ", _ x,s = x10+x13+ - - +x23+ x24+ - - -. Soit
GQSymt!! le sous-espace vectoriel @ x;;]i, j > 1] engendre par led1s, ouK est un corps de caractéristique

zéro. Un entief € [0, m] est unecoupureadmissiblede G s'il n'y a aucune aréte entre les sommetgte] et ceux

de[i + 1, m]. La notion de coupure admissible ne coincide pas avec celle de composante connexe. Par exemple
le graphe non conneXd — 3, 2 < 4} n’a aucune coupure admissible non triviale. Nous notégd’ensemble

des coupures admissibles de Nous dirons qu’un graph€ estirréductible s’il n'a pas de coupure admissible

non triviale. Pour un sous-ensemble de sommies[1, m], nous désignons p&¥|p la restriction du graphe B,

avec les sommets renumérotésde 1 a | D| en conservant leur ordre initial. Posons

AMg = Z MGy @ MGligam- @)

ieCg

Théoréme 2.1. (i) GQSym*!! est une sous-algébre de K[x;;|i, j > 1]. Plus précisément, il existe des entiers
G
cgr.gr € Ntelsque

MG’MG” == ch/,G”MG' (3)
G
(i) Lecoproduit A est coassociatif et est un morphisme d' algebres.

Ainsi, GQSym'!! est une algébre de Hopf graduée, le degré étant le nombre total d’arétes. Les premiéres valeurs
des dimensiong, = dimGQSymi!tsont 1 1, 3, 39, 819 23949. On peut les exprimer par une série
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1 (m?+n-1
=3 (") @
m>=0
ou comme un produit scalaire de fonctions symétriqugss (h, o h11, H2,), oU H,, est le terme de degrédans
la série(1 — Zk;lhk)_l et ol f o g désigne le pléthysme depar f (cf. [8]). Il existe des formules analogues
pour les autres algébres de graphes étiquetés. Il est clait quest pas cocommutatif. De fait, le dual (gradué)
(GQYyMh*, notéGSym*t:, est une algébre libre. S@ = M, la base duale dé.

Théoréme 2.2. L’ algébre duale GSym!11 est I’ algébre libre sur I’ ensemble {SY |G irréductiblg.

Il est possible de muniBQSym! de plusieurs structures d’algébre de Hopf combinatoire, au sens de [1]. Cela
revient & se donner un morphisme de HopSgien vers le dualGSymL. Soity (n) le graphe formé de boucles
sur un seul sommet (de matrice d’adjaceaogy1). Il estimmédiat ques,, — S ™ est un morphisme d’algébres

de Hopf. On obtient d’autres morphismes de Hopf en remplagantpar les graphes de matricé% ’5) ou (S 8)

Sil'on notey (p, ¢) le graphe de matric| 2 g), 'applications,, — Zp+q:n (P9 est encore un morphisme de

Hopf. On remarquera que la spécialisatign= x;x; définit un morphisme d'algebres GQSyM ! versQSym,
chaqueM s étant envoyée sur uni;, mais ce n’est pas un morphisme de cogébres.

3. Sous-bigébres de GQSym!!!

Soit GQSymP! le sous-module d&QSym11 engendré par le$ telles que la matrice d’adjacence @esoit
symétrique. Un tel graphe s’identifie natlleenent & un graphe non orienté. On définit de m&asymt°t comme
le sous-module engendré par l&$: telles que la matrice d’adjacence @eait une diagonale nulle (graphes sans
boucles), e6QSyM°1 comme l'intersection d&QSym 11 et deGQSym!01,

Théoréme 3.1. GQSymM?1L, GQSyM!Ot et GQSyM 0! sont des sous-algébres de Hopf de GQSymt 11,

4. Quotients de GQSym!1

Soit G une collection de graphes irréductibles. Sg#P I'ensemble des graphes dont une restrict®mn

contient toutes les arétes d’au moins un élémerg .délors, lesM g pour G € GSUPforment une base d’'un idéal
(gradué)l (G) de GQSymt!L C’est également un coidéal, de sorte que le quoG&Bym11/1(G) est a son tour

une algebre de Hopf graduée. Ce quotient a pour base les classesgdamourG ¢ GSUP. On obtient les graphes

sans arétes multiples en prenant pguensemble des trois graphés= 2}, {2 = 1} et {1 = 1}, respectivement
formés d’'une aréte double de 1 vers 2, d'une aréte double de 2 vers 1 et d'une boucle double de 1 vers lui-méme
Il est facile de retrouver par un procédé similaire les algébres associées aux graphes sans boucles. On peut au:
obtenir des algebres associées aux partitions non croisées, aux foréts, aux multi-foréts, aux permutations, et a c
nombreux autres objets combinatoires.

5. Graphesnon étiquetés

Les constructions précédentes s'adaptentas des graphes notiguetés. Appelonsupport d’un graphe éti-
quetéG, le graphe non étiqueté sous-jacéntet notons” = supfG).

Théoréme5.1. Les sommes

Mp:= Z Mg, 5)

SUPHG)=I"
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ou I" parcourt I’ une des classes de graphes non étiquetés orientés ou non, avec/sans boucles, avec/sans arétes mul-
tiples, forment une base d’ une sous-algébre de Hopf GTSyn*>¢ de GQSynt>¢. Toutes ces algébres sont librement
engendrées par les graphes connexes de leur classe.

Les dimensions des composantes homogeéne3Tdynt'’c se calculent au moyen des caractéres du groupe
symétrique. Par exemple, la dimensionG{ESynﬁll est égale a la multiplicité de la représentation trivialesde
dans lan® puissance symétrique de la représentation de caractérigiigue 1) + h»—1,1) pour toutm > 2n. On
obtient la suiteA052171 de [13]. Les algébres de graphes sur un nombredi@isommets étudiées précédemment
par le troisiéme auteur [11,14] (cf. aussi [5]) sont des quotients natur&E8ert'>c, mais ne sont pas de Hopf. Les
constructions précédentes s’'étendmntatis-mutandis a des algeébres associées aux hypergrapthesnogenes,

,,,,,
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