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Algebres de Kac
Definition
(K,A,S,¢) est une C*-algebre de Hopf de dimension finie
e K une C*-algebre de dimension finie (m, x, 1) :
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Exemple (Kac, Paljutkin 1966)
KP de dim 8
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Exemples non triviaux d'algebres de Kac

Exemple (Kac, Paljutkin 1966)
KP de dim 8

Description par déformation d'algebre de groupe (Enock,
Vainerman 1996)

Exemples (Vainerman, Nikshych 1998)
KD(n) et KQ(n) de dim 4n
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Automorphismes, isomorphismes, autodualité

Théoreme
KD(2m) est isomorphe a KQ(2m) :

o a — f(a—al)am—aM(a™—b)+a
b = @™+ am)(b+1i) —ia”

Théoreme
Groupe d’automorphisme de KD(n) et KQ(n) : Z5, x Zy
a—a’, b+ b, pourrAN2n=1

1
ar—>a—§(a—a_1)(1—|—a”), b— a"b

Théoréme
KD(2m + 1) et KQ(2m + 1) sont autoduales :

— 1 — — — —
n—2 1 1 n—2 n—2
ar e, + 5(61,1 — &y — e —e1%),
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Algorithme de calcul d'isomorphisme de Kac par détorsion

e K:= K(C|[G], H, Q) : algebre de Kac
tordue d'un C[G] par un 2-pseudo cocycle Q de H < G



Exemples d'algebres de Kac Algebres de Kac et inclusion de facteurs Coidalgebres KD(2m + 1) KD(2m)

Algorithme de calcul d'isomorphisme de Kac par détorsion

e K:= K(C|[G], H, Q) : algebre de Kac
tordue d'un C[G] par un 2-pseudo cocycle Q de H < G

e K’ : une algebre de Kac



Exemples d’algebres de Kac Algebres de Kac et inclusion de facteurs Coidalgebres KD(2m + 1) KD(2m)

Algorithme de calcul d'isomorphisme de Kac par détorsion

e K:= K(C|[G], H, Q) : algebre de Kac
tordue d'un C[G] par un 2-pseudo cocycle Q de H < G
e K’ : une algebre de Kac

e Probleme : K ~ K’? Isomorphisme explicite ¢ ?
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Algorithme de calcul d'isomorphisme de Kac par détorsion
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Algorithme de calcul d'isomorphisme de Kac par détorsion

K := K(C[G], H, Q) : algebre de Kac
tordue d'un C[G] par un 2-pseudo cocycle Q de H < G

K’ : une algebre de Kac

Probleme : K &~ K’ ? Isomorphisme explicite ¢ ?
Sioui: K" := K(K', ¢(H), Q1) ~ C[G]
Algorithme :

e Calcul du groupe intrinseque H' de K’
Calcul des plongements p de H dans H’

e Construction de K" := K(K', p(H), Q71)
o Coproduit symétrique ?
L]
[

Calcul du groupe intrinseque G” of K”
Calcul des isomorphismes de G dans G” compatibles avec p
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Facteur hyperfini de type /l; (Murray-von Neumann 1937)
e Le facteur hyperfini de type Il; R est une algebre de
dimension infinie qui tient de L*°(X, 1) et de M,(C)
e Propriétés du facteur R :
e hyperfini : R = Ups1 M. (C) [[ I q

e facteur : Z(R) =C
e type Il : unique trace normale, finie, fidele normalisée telle
que tr(P) =[0; 1]
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Facteur hyperfini de type /l; (Murray-von Neumann 1937)

e Le facteur hyperfini de type Il; R est une algebre de
dimension infinie qui tient de L*°(X, 1) et de M,(C)
e Propriétés du facteur R :
e hyperfini : R = Ups1 M. (C) [[ I q

e facteur: Z(R)=C
e type /I, : unique trace normale, finie, fidele normalisée telle
que tr(P) = [0;1]
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Facteur hyperfini de type /l; (Murray-von Neumann 1937)

e Le facteur hyperfini de type Il; R est une algebre de
dimension infinie qui tient de L*°(X, 1) et de M,(C)
Propriétés du facteur R :

o hyperfini: R =Up1Mor(C) [{ | q

e facteur: Z(R)=C
e type /I, : unique trace normale, finie, fidele normalisée telle
que tr(P) = [0;1]
Produit scalaire : (x,y) = tr(y*x) (x,y € R)
L?(R, tr) est I'espace de Hilbert complété de (R, (.,.)) :

A
R < L3R, tr)
e R agit par multiplication 3 gauche sur L2(R, tr) :

yAN(x) =Nyx) (x€ R,y €R)
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Inclusions de facteurs de type I (Jones 83)
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Inclusions de facteurs de type I (Jones 83)

Soit Ny C Nj une inclusion d'indice fini [Ny : Np] de facteurs de
type Il et tr la trace normale finie fidele normalisée de N

e Exemples : R® C R ou plus généralement RX ¢ R

e Le projecteur orthogonal f; (fi = 2 = f;*) sur A(Np) est
appelé projecteur de Jones de I'inclusion Ny C N

No = {fl}/ N Np

¢ On obtient un nouveau facteur No = (Ny, f1). En répétant la
construction de base on obtient la tour de Jones :

fi f
No C Nt C Npb C NgC---
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Inclusions irréductibles de profondeur 2

f
Ny Ny =C C Njyn Ny & NN N
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Cas d’une action de groupe : (Ng = R® C N; = R)
NyN Ny =C[G] et NjinNNz=L>®G)



Exemples d’algebres de Kac Algebres de Kac et inclusion de facteurs Coidalgebres KD(2m + 1) KD(2m)

Inclusions irréductibles de profondeur 2

f
Ny Ny =C C Njyn Ny & NN N

Cas d’une action de groupe : (Ng = R® C N; = R)
NyN Ny =C[G] et NjinNNz=L>®G)

Cas général :
o A:=NjN N, et B:= NjN N3 sont des C*-algebres de
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Inclusions irréductibles de profondeur 2

f
Ny Ny =C C Njyn Ny & NN N

Cas d’une action de groupe : (Ng = R® C N; = R)
NyN Ny =C[G] et NjinNNz=L>®G)

Cas général :
o A:=NjN N, et B:= NjN N3 sont des C*-algebres de
dimension finie
e les structures de C*-algebres de Hopf sont obtenues par
dualité :
(a, b) = [Ny : Nol?tr(afafyb)
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Inclusions irréductibles de profondeur 2

f
Ny Ny =C C Njyn Ny & NN N

Cas d’une action de groupe : (Ng = R® C N; = R)
NyN Ny =C[G] et NjinNNz=L>®G)

Cas général :
o A:=NjN N, et B:= NjN N3 sont des C*-algebres de
dimension finie
e les structures de C*-algebres de Hopf sont obtenues par
dualité :
(a, b) = [Ny : Nol?tr(afafyb)
o A agit sur Ny :

e No = N{}, algebre des points fixes de N; sous I'action de A
° N2 = N1 X A
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Correspondance facteurs intermédiaires «—— coidalgebres

Cas d’une action de groupe (Ng = R® C Ny = R) :
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Correspondance facteurs intermédiaires «—— coidalgebres

Cas d’une action de groupe (Ng = R® C Ny = R) :
RC c MCR — M=RH avec H<G

ordre 1
(ba?) a2) (ba)  (ba%) ordre 2
ordre 4

C[D4] ordre 8
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Correspondance facteurs intermédiaires «—— coidalgebres
Cas d’une action de groupe (Ng = R® C Ny = R) :
RECMCR M=RH avec H<G

Cas général (Vainerman, Nikshych 2002) :
Ny € My CNo & My=(No,p) C Ny=NypxK

ordre 1

// \ \\
(a®)  (ba) (ba®) ordre 2
ordre 4

C[Da] ordre 8
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Correspondance facteurs intermédiaires «—— coidalgebres
Cas d’une action de groupe (Ng = R® C Ny = R) :
RECMCR M=RH avec H<G

Cas général (Vainerman, Nikshych 2002) :
Ny € My CNo & My=(No,p) C Ny=NypxK

e Caractérisation des projecteurs de Jones de facteurs
intermédiaires (D. Bisch)

ordre 1

// \ \\
(ba (a?)  (ba) (ba) ordre 2
ordre 4

C[Da] ordre 8
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Correspondance facteurs intermédiaires «—— coidalgebres

Cas d’une action de groupe (Ng = R® C Ny = R) :
RCCMCR = M=RH avec H<G

Cas général (Vainerman, Nikshych 2002) :
Ny € My CNo & My=(No,p) C Ny=NypxK

e Caractérisation des projecteurs de Jones de facteurs
intermédiaires (D. Bisch)

e Coidalgebre : I(p) = NfN M3z C K= NjN N3

ordre 1

// \ \\
(ba (a?)  (ba) (ba) ordre 2
ordre 4

C[Da] ordre 8
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Correspondance facteurs intermédiaires «—— coidalgebres

Cas d’une action de groupe (Ng = R® C Ny = R) :
RCCMCR = M=RH avec H<G

Cas général (Vainerman, Nikshych 2002) :
Ny € My CNo & My=(No,p) C Ny=NypxK

e Caractérisation des projecteurs de Jones de facteurs
intermédiaires (D. Bisch)

e Coidalgebre : I(p) = NfN M3z C K= NjN N3
e dim/ = [M3 . N2]

ordre 1 C dim 1
// X /1IN

(ba () (ba) (ba®) ordre 2 h Io h dim 2
XX

ordre 4 N Jo I dim 4
NS

C[D4] ordre 8 KP dim 8
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sous-C*-algeébre de K avec unité telle que A(l) C K® |
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e [ a restriction de € a | est une forme linéaire positive sur |
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Définition (coidalgebre)
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Sous-algebres involutives co-idéales a gauche (coidalgebres)

Définition (coidalgebre)
Sous-algébre involutive co-idéale a gauche | de K :
sous-C*-algeébre de K avec unité telle que A(l) C K® |

Propositions (Vainerman, Nikshych 2002)

e [ a restriction de € a | est une forme linéaire positive sur |

o |l existe un unique projecteur p; du centre de | tel que :
Vx el e(x)=diml tr(pix) et Ipj=Cp

On appelle p; le projecteur de Jones de |

e Les jambes droites de A(p;) =), S(x;) ® xi engendrent |
comme SEV. On note | = I(py)
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Sous-algebres involutives co-idéales a gauche (coidalgebres)

Définition (coidalgebre)
Sous-algébre involutive co-idéale a gauche | de K :
sous-C*-algeébre de K avec unité telle que A(l) C K® |

Propositions (Vainerman, Nikshych 2002)

e [ a restriction de € a | est une forme linéaire positive sur |

o |l existe un unique projecteur p; du centre de | tel que :
Vx el e(x)=diml tr(pix) et Ipj=Cp

On appelle p; le projecteur de Jones de |

e Les jambes droites de A(p;) =), S(x;) ® xi engendrent |
comme SEV. On note | = I(py)

Exemple (Cas des groupes)
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Le treillis des coidalgebres /(K)

e Isomorphisme
treillis facteurs intermédiaires de No C Ny x K/ treillis /(K)

e | CJ<=py<p
« Antiisomorphisme de treillis § de /(K) sur I(K) :
5(1)=S(IY NK dans K x K

dim I x dim §(1) = dim K

KD(2m)
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On cherche les projecteurs orthogonaux p dans K tels que :
e p domine e; (pe1 = e1p = e1), support de la counité de K
e 1/tr(p) (= [Ms: Np]) divise dim K ( =[N3 : Ny])

e Les jambes droites de A(p) engendrent une coidalgebre de
dimension 1/tr(p)
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Comment rechercher les coidalgebres ?

On cherche les projecteurs orthogonaux p dans K tels que :
e p domine e; (pe1 = e1p = e1), support de la counité de K
e 1/tr(p) (= [Ms: Np]) divise dim K ( =[N3 : Ny])

e Les jambes droites de A(p) engendrent une coidalgebre de
dimension 1/tr(p)

Exemple (Coidalgebres de dim = 2n dans KD(n) et KQ(n))
1

Seuls e; + e (i = 2,3,4) dominent e; avec trace = 5.
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On cherche les projecteurs orthogonaux p dans K tels que :
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e 1/tr(p) (= [Ms: Np]) divise dim K ( =[N3 : Ny])

e Les jambes droites de A(p) engendrent une coidalgebre de
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Seuls e; + e; (i = 2,3,4) dominent e avec trace = 2—1,7

e Dans KD(n) : ce sont tous des projecteurs de Jones
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Comment rechercher les coidalgebres ?

On cherche les projecteurs orthogonaux p dans K tels que :
e p domine e; (pe1 = e1p = e1), support de la counité de K
e 1/tr(p) (= [Ms: Np]) divise dim K ( =[N3 : Ny])

e Les jambes droites de A(p) engendrent une coidalgebre de
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Exemple (Coidalgebres de dim = 2n dans KD(n) et KQ(n))
Seuls e; + e; (i = 2,3,4) dominent e avec trace = 2—1,7
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Comment rechercher les coidalgebres ?

On cherche les projecteurs orthogonaux p dans K tels que :
e p domine e; (pe1 = e1p = e1), support de la counité de K
e 1/tr(p) (= [Ms: Np]) divise dim K ( =[N3 : Ny])

e Les jambes droites de A(p) engendrent une coidalgebre de
dimension 1/tr(p)

Exemple (Coidalgebres de dim = 2n dans KD(n) et KQ(n))

Seuls e; + e; (i = 2,3,4) dominent e avec trace = 2—1,7
e Dans KD(n) : ce sont tous des projecteurs de Jones
e Dans KQ(n) : seul e; + e, I'est

o Notation : K; = I(e1 + €;)
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Propositions

o C[H]
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e Dim 2 : algébres des trois sous-groupes d’ordre 2 de H
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e Dim 2 : algébres des trois sous-groupes d’ordre 2 de H
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Le treillis de KD(n) pour n impair

Propositions

C[H]

Dim 2 : algébres des trois sous-groupes d’ordre 2 de H
Dim 2n : Kz, K3, K4

Dimn:Ki=K:NKzNKy

Ky = L*°(D,) (pour tout n)
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A(e1 + es) = unités matricielles de Ka
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Le treillis de KD(n) pour n impair

Propositions

e Dim 2 : algébres des trois sous-groupes d’ordre 2 de H
e Dim2n : K, K3, Ky
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o Ky = L*®(D,) (pour tout n)

o K3 et K4 isomorphes mais pas sous-algébres de Kac
A(e1 + es) = unités matricielles de Ka

e (Coidalgébres de dimension divisant n contenues dans Kj
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Le treillis de KD(n) pour n impair

Propositions

 C[H]

e Dim 2 : algébres des trois sous-groupes d’ordre 2 de H

e Dim2n : K, K3, Ky

e Dimn:Ki=KoNKszNK,

o Ky = L*®(D,) (pour tout n)

o K3 et K4 isomorphes mais pas sous-algébres de Kac
A(e1 + es) = unités matricielles de Ka

e (Coidalgébres de dimension divisant n contenues dans Kj

e Dim n : n coidalgébres
(fonctions constantes modulo les sous-groupes d’ordre 2)
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Le treillis de KD(n) pour n impair

Propositions

 C[H]

e Dim 2 : algébres des trois sous-groupes d’ordre 2 de H
e Dim2n : K, K3, Ky

e Dimn:Ki=KoNKszNK,

o Ky = L*®(D,) (pour tout n)

o K3 et K4 isomorphes mais pas sous-algébres de Kac
A(e1 + es) = unités matricielles de Ka

e (Coidalgébres de dimension divisant n contenues dans Kj

e Dim n : n coidalgébres
(fonctions constantes modulo les sous-groupes d’ordre 2)

e Dim 4 : n coidalgébres
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Le treillis de KD(n) pour n premier

Théoreme
Pour n premier, le treillis est similaire a celui de KD(5) :

dim 1
dim 2
dim 4
dim 5

dim 10

dim 20
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Le treillis de KD(n) pour n impair
Restent les coidalgebres I, C | C K4 de dim 2k|2n



Le treillis de KD(n) pour n impair
Restent les coidalgebres I, C | C K4 de dim 2k|2n

Conjecture
Pour n impair, le treillis est similaire a celui de KD(15) :

W@%%“Zﬁdﬂ

(vérifié pour n < 51)
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Le treillis des coidalgebres de KD(2m)

Propositions

o Kp = L>®(Dp)
e [’algébre Ky engendrée par a™ et b, est isomorphe a3 KD(2),
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Le treillis des coidalgebres de KD(2m)

Propositions

o Kp = L>®(Dp)
e [’algébre Ky engendrée par a™ et b, est isomorphe a3 KD(2),

e Ky, engendrée par a> et b, est isomorphe & KD(m)
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Le treillis des coidalgebres de KD(2m)

Propositions

Ky = L>=(D,)
L’algébre Ky engendrée par a™ et b, est isomorphe 3 KD(2),

Ky, engendrée par a® et b, est isomorphe 3 KD(m)

Quand m est impair, K3 est isomorphe a KQ(m)
Sinon ce n'est méme pas I'algébre twistée d’un groupe!
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Le treillis des coidalgebres de KD(2m)

Propositions

Ky = L>=(D,)
L’algébre Ky engendrée par a™ et b, est isomorphe 3 KD(2),

Ky, engendrée par a® et b, est isomorphe 3 KD(m)

Quand m est impair, K3 est isomorphe a KQ(m)
Sinon ce n'est méme pas I'algébre twistée d’un groupe!

Coidalgébres de dim divisant 2n contenues dans K, K3, K,
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Le treillis des coidalgebres de KD(6)

dim 1

I4 dim 2

3
| \ \A
Jo Js s Sy h oy dim 4
5 \ /
Kap Kax / l /K1 Ko1 Koz Koz Koa Kos Kog  dim 6

dim 8

K2 dim 12

dim 24
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e KQ(n) pour n impair?



Exemples d'algebres de Kac Algebres de Kac et inclusion de facteurs Coidalgebres KD(2m + 1) KD(2m)

Conclusion

Exemples et familles infinies d’exemples de treillis

Outils pour ce type d’étude

KQ(n) pour n impair?

KD(n) pour n pair?



Conclusion

Exemples et familles infinies d’exemples de treillis
Outils pour ce type d’étude

KQ(n) pour n impair?

KD(n) pour n pair?

Ks dans KD(2m)?

KD(2m)



Conclusion

Exemples et familles infinies d’exemples de treillis
Outils pour ce type d’étude

KQ(n) pour n impair?

KD(n) pour n pair?

Ks dans KD(2m)?

Algorithme systématique ?

KD(2m)



Conclusion

Exemples et familles infinies d’exemples de treillis
Outils pour ce type d’étude

KQ(n) pour n impair?

KD(n) pour n pair?

Ks dans KD(2m)?

Algorithme systématique ?

Groupoides quantiques?

KD(2m)
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Les treillis de KP et KQ(3)

C dim 1
C dim 1 / _
/ ‘ \ Io dim 2
h lo I dim 2 Ki Koi Kx dim 3
X | X

Lo J b dim 4 2 dim 4

\KP/ dim 8 \\\

KQ(3) dim 12

K2 dim 6
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Le treillis des coidalgebres de KD(4)

/ C dim 1
Il 12 /0 /3 /4 dim 2
JoT T h S o K Ko Kz Kx dim 4

4 K3 Ka dim 8

KD(4) dim 16
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Le treillis des coidalgebres de KD(9)

dim 1
dim 2
dim 3
dim 4
dim 6

dim 9

dim 12

dim 18

dim 36



