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Exemple fondamental

e Profil : 1, 1,2, 3,4,5 /7,8, 10, ...

e Types d'isomorphies de taille d : partitions de d en n < 3 parts

o Série génératrice : (172)(17122)(1723)
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Cadre général

R :=(E,p1,p2,...) : structure relationnelle

Ensemble fini P, restriction Rp

P isomorphe a @ s'il existe une bijection P <+ Q qui préserve R
AAge : collection des types d’isomorphie finis (Fraissé)

Profil pr(d) : nombre de types d'isomorphie de taille d

Série génératrice : Hg ==Y o, ¢(d)z?
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Exemples venant des graphes

R : clique, coclique, chaine, antichaine, ...
Profil : 1,1,1,1,...

Série génératrice : i

R : ligne

Types d'isomorphie : partitions

: /2
Profil : p(n) ~ 4\}5 exp 1/?
Serle generatrlce . m
R : graphe de Rado

Types d'isomorphie : graphes non étiquetés

R : arbre ordonné infini
Types d'isomorphie : foréts ordonnées



Quelques autres exemples

* o(d) =k
o o(d) = (")
e o(d)=d!

G groupe oligomorphique agissant sur E
3 structure relationnelle sur E redonnant les mémes orbites finies
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Origine du sujet

Si E est infini, le profil est croissant

(Sous hypothéses légéres) la croissance du profil est :
e soit polynomiale : ad* < er(d) < bdk

e soit plus grande que tout polynéme

Supposons le profil polynomial
Trouver des conditions sur R pour que :

o pr(d) ~ ad*?

« Hp=5pE7= = _Pz(f)).__(l_zk)? avec P(z) € N[z]?




L'algebre d'age de Cameron
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o L'algébre d'dge de R : Q.Ar := Q.{or}
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L’algebre d'age de Cameron

o L'algébre des sous-ensembles : (Q.P(E), )
e Type d'isomorphie : T «—  somme sur orbite : o1 := Y p.7 P

o L'algébre d'dge de R : Q.Ar := Q.{or}
Algebre graduée connexe
Série de Hilbert : Hg(z)

Relier les propriétés du profil et de I'algébre d'age




Exemples |

e Types d'isomorphie : vecteurs d’entiers de longueur 3

e Algebre d'age : polyndmes en 3 variables

S S 14+2z+27%+4 73
e Série génératrice : iy = (17;(if25)az,23)




Exemples Il

e Types d'isomorphie : partitions de d en au plus 3 parts

e Algebre d'age : polyndmes symétriques en 3 variables

e Série génératrice : (172)(17122)(1723)



Exemples IlI

e Types d'isomorphie : compositions de d en au plus 3 parts

e Algebre d'age : polyndmes quasi symétriques en 3 variables

Yo 7 7 - 3 4 5
e Série génératrice : (1£J;)Z(1t2zzz)J(r12fza)




Exemples IV

e Types d’'isomorphie : vecteurs d’entiers modulo le groupe cyclique C3

e Algebre d'age : algébre des invariants de C3

Yo Ve 7 - 3
e Série génératrice : (172)(11;22)(1723)




Algebre d'invariants d'un groupe de permutation

G : groupe fini agissant sur xi,..., X,
C[x1,...,xa]C : algebre des invariants

Clxi,...,xa]C est une algébre d’ge!

e Engendrement fini

Donc : H(z) = % avec P € Z|[z]

e Cohen-Macaulay (module libre sur les polynémes symétriques)

Donc : H(z) = % avec P € N[Z]



Décomposition monomorphe

Composantes monomorphes

Sous-ensembles isomorphes;-

S —

Décomposition monomorphe finie = croissance polynomiale
= (presque) sous-algebre de Cl[xi, ..., Xs]

Propriétés du profil ? De I'algébre d'age ?
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Engendrement fini | : exemple

L’algebre d'age n'est pas finiment engendrée

e Profil linéaire : pr(d) = max(1,d — 1)

e Sous-algebre B; profil constant : 1,1,1,...

e Finiment engendré =—> B-module de type fini
Pourquoi? f  Betg¢ B— fg =0

[} = =



Engendrement fini Il : caractérisation combinatoire

L'algebre d’age est finiment engendré si et seulement la décomposition
monomorphe optimale est héréditaire




Engendrement fini |l : caractérisation combinatoire

L'algebre d’age est finiment engendré si et seulement la décomposition
monomorphe optimale est héréditaire
<= : structure de module sur les fonctions symétriques (gonflées) +
algebre de Stanley-Reisner.
— : comme dans |'exemple
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Propriétés du profil

.U ‘

k : nombre de composantes monomorphes infinies
!Z!
Hr(z) = 1—2)-(1-25)

Ordre d'élimination + algebre de Stanley-Reisner

PR ~ adk_l

‘D

P(z) e N[z] ?

ac
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La propriété de Cohen-Macaulay

Les algébres d’invariant sont Cohen-Macaulay

Les (r)-polynémes quasi symétriques sont Cohen-Macaulay

Caractérisation combinatoire des algébre d’ages de Cohen-Macaulay ?




Exemple non Cohen-Macaulay

e Anneau des invariants d'un groupoide d'isomorphismes locaux !



Synthese des résultats

Structure | isomorphismes Série de Engendrement| Borne sur dimension | Sym- Cohen- SAGBI
relationnelle locaux Hilbert fini le degré de Krull | module | Macaulay finie
—ezZ]
IX] < oo PO jamais® =00? < |Xoo| | non® | non® non®
(1=2).-a=z[Xc]) —
—ezZ]
Optimalement héréditaire PR 4 . oui < oo [Xoo| |presque| non® non®
—z)-a-2%=])
—ez ]
Formes préservées PR i ¢4 B oui < oo [Xoo | oui non® non®
(1=2).-a=z[XcT)
Y » i —€eN[Z]
Polynémes r-quasi P(2) (2] oui < Xi0x|tor—1) x| oui oui non
symétriques [Hiv04] 1=2)-a-2zI"T) 2
gy i —ez(z)
Invariants d'un groupoide oM P(2) oui < IX10x1+1) x| oui non® jamais?
de permutations G 1—20-a-zXT) I —
Exemple non  Cohen- . - 1422473 )
il B L |a—2eem|  EZZez oui 2 x| oui non non
.
Polynémes quasi- ~ P(z) —€ENZ . IX1(1X]+1) . .
symétriaues [Gess4] || s eI oui < XX 1X| oui  [oui [GWO5]| non
Invariants d'un groupe ~ P(z) —E€ENZ) IXI(1X]=1) . . jamais?
de permutations G Grem 1=2)-0—21XT) oul ST X1 oul eu | [rTo4)
Polynémes symétriques 616N — 1 oui X X oui oui oui
ynomes symétriq D B D N e IX| IX|
N © . . (142)-- (1 Z+--+21X]) . . . .
Polynémes “ e idysy |2z i 2) oui 1 1X| oui oui oui
(1-2)---a—zIXTy
< .
a. sauf mention contraire explicite dessous

b

let

"aAn" cionifie "pas toiours'

il v 3 dec exembpblecs et dec contre-exemnples




