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Introduction

Cette thése porte sur les invariants algébriques de graphes et leurs rapports avec
le probléme d’isomorphie de graphes et, en particulier, le probléme de reconstruction
de Ulam.

Etant donné un entier n, on considére un ensemble xy; ;3 := {l'{l,Q}» . ,x{n,m}}
de C? variables indexées par les paires {i,j} de {1,...,n}, puis I'algébre C[xy; ;]
des polynomes en ces variables. On définit alors la sous-algébre C[xy; ;1] compo-
sée des polyndomes qui restent invariants par une permutation de {1,...,n}. Dans
[Stu93], Sturmfels propose comme exercice de trouver un systéme générateur mini-
mal de cette algébre dans le cas n = 4. La solution est donnée par Aslaksen, Chan
et Gulliksen [ACG96|. Le probléme se pose pour tout n, et il ne semble pas avoir
été traité dans I’énorme littérature consacrée a la théorie des invariants. Si celle-ci
indique que ’algébre est finiment engendrée, et donne des bornes sur les degrés des
polyndémes d’un systéme générateur minimal, les implémentations les plus récentes
|[Kem93, Kem98b, Der99| des algorithmes classiques [Stu93] ne donnent pas de ré-
sultat, méme pour n = 5, en raison de la taille des calculs. Une réimplémentation
spécialisée de ces algorithmes nous a donné des résultats partiels jusqu’a n = 8.

Ce probléme est lié au probléme d’isomorphie de graphes, central en algorith-
mique. Un graphe non orienté g, ayant pour sommets les entiers {1,...,n}, peut
étre vu comme une fonction qui associe a chaque paire {i,j} la valuation gy jy,
cette valuation étant soit 0, soit 1 si g est un graphe simple. Ainsi, P étant un
polynome invariant de C[x(; 3]/, on peut calculer sa valeur P(g). Par exemple, si
P = Z{i,j}c{l,...,n} T{;j}, sa valeur pour un graphe simple g est le nombre d’arétes
de g. Deux graphes isomorphes donnent évidemment la méme valeur & tous les po-
lynémes invariants. La réciproque est vraie (c’est un cas particulier d’un résultat de
base de la théorie des invariants des groupes finis). On a donc un test algébrique
pour l'isomorphie de graphes.

Cependant, pour des répercussions algorithmiques, il conviendrait de connaitre
les degrés, les tailles et le nombre de polynomes d’'un systéme générateur minimal.
Ces paramétres étant mal connus, la question se pose alors de savoir quelles sont
les formes possibles des polynomes d’'un tel systéme. Cette question est liée a la
conjecture de reconstruction de graphes formulée par Ulam |[Ula60]. Etant donné
un graphe g, on appelle jeu de g la famille des sous-graphes obtenus en retirant un
sommet de g, considérés a l'isomorphie prés et comptés avec leur multiplicité. La
conjecture de reconstruction de Ulam affirme alors que deux graphes simples ayant
le méme jeu sont isomorphes.

Disons qu'un polynoéme invariant P est reconstructible s’il prend la méme valeur
sur deux graphes ayant le méme jeu. Le test algébrique d’isomorphie indique que,
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si tous les polynomes invariants sont reconstructibles, la conjecture de Ulam est
résolue positivement, pour les graphes simples comme pour les graphes valués.

La notion de polynome reconstructible n’est pas algébrique, car elle fait interve-
nir une évaluation. Associons & tout multigraphe g un polyndéme invariant p. Ainsi,
les polynémes invariants s’identifient aux combinaisons linéaires formelles de multi-
graphes non étiquetés. Si g est un graphe simple, p(g’) compte précisément le nombre
de sous-graphes de g’ isomorphes & g. La plupart des résultats sur la conjecture de
Ulam sont basés sur des dénombrements de sous-graphes; en particulier, si g a un
sommet isolé, p est reconstructible (lemme de Kelly [Kel57]). Ce fait s’étend & tout
multigraphe g ayant un sommet isolé. Appelons polynémes algébriquement recons-
tructibles tous les polyndmes associés aux multigraphes ayant des sommets isolés,
ainsi que leurs combinaisons polynomiales. On note que deux graphes ont méme jeu
si, et seulement si, ils donnent la méme valeur a tous les polyndémes algébriquement
reconstructibles. A la suite des résultats de Tutte [Tut76, Tut79] sur la recons-
tructibilité du polynéme caractéristique, Pouzet [Pou77| a proposé une conjecture
entrainant la conjecture de Ulam et susceptible d’un traitement algébrique :

« La sous-algébre des polynomes algébriquement reconstructibles coincide avec
I’algébre des invariants ».

C’est dans ce cadre que se situe notre travail.

Deux approches de méme nature, I’'une pour 'isomorphisme et ’autre pour la
reconstruction, ont été étudiées. Grigoriev [Gri79| considére 'algébre Clz(; ;] dans
laquelle les n? variables sont indexées par les couples d’éléments de {1,...,n} (non
nécessairement distincts). Il montre que le corps des fractions est engendré par n*+1
polynomes, les n? premiers pouvant, par exemple, étre les fonctions symétriques élé-
mentaires en les variables z(; ;. Kocay [Koc82, Mnu92, Cam96| définit une structure
d’algebre sur les graphes simples ('algébre des sous-graphes), et I'utilise pour mon-
trer de maniére élémentaire les résultats de Tutte sur la reconstruction. Dans ce
cadre, Kocay considére le probléme de la reconstruction du nombre d’arbres cou-
vrants par type d’isomorphie.

Nous avons fait une recherche expérimentale sur ’algébre des invariants. Pour
cela, nous avons implémenté les algorithmes classiques pour contourner au mieux
les difficultés considérables liées a ’explosion combinatoire des objets manipulés. De
cette recherche sont issues des hypothéses sur les systémes générateurs, leur vérifica-
tion dans certains cas, des contre-exemples, une réponse négative a la conjecture de
Pouzet, ainsi que des résultats sur la reconstruction, notamment sur le probléme de
Kocay. Au fur et & mesure, nous avons constitué une bibliothéque PerMuVAR pour
MuPAD et Perl. Elle est distribuée librement aux utilisateurs intéressés.

Notre thése est organisée selon les trois parties décrites ci-dessous.

Partie I : Espace vectoriel des parties d’un ensemble

L’action d’un groupe sur un ensemble donne lieu a une action sur les parties de
cet ensemble. Ainsi, le groupe symétrique &,, agissant sur {1,...,n} agit également
sur 'ensemble F des parties a 2 éléments de {1,...,n}, puis sur les parties a k
éléments de E. Les orbites pour cette action ne sont autres que les graphes simples
a k arétes, considérés a I'isomorphie prés. Si p et ¢ sont deux entiers, p < ¢ < |E|,
la matrice d’incidence des parties a p éléments de E versus les parties & ¢ éléments
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de E est de rang plein [Kan72|. D’importants résultats connus antérieurement dé-
coulent de ce fait élémentaire comme le théoréme de Livingstone et Wagner [LW65]
(croissance jusqu’a |—]§‘ du nombre d’orbites des parties a k éléments) ou le résul-
tat de Lovasz [Lov72| sur la reconstruction par arétes. Plusieurs travaux récents en
combinatoire en sont issus.

L’opérateur associé a cette matrice peut étre vu comme une dérivation. Inter-
venant dans les problémes de reconstruction et notamment de reconstruction al-
gébrique, il joue un role crucial dans I'approche de la reconstruction algébrique
des arbres. Nous donnons une base du noyau de cet opérateur, lorsqu’il n’est pas
réduit a {0}. Celle-ci est un peu différente de celle donnée par la théorie des re-
présentations du groupe symétrique. Dans le cas o E est 'ensemble des paires
de {1,...,n}, (¢ =2, p=1), ce noyau est constitué¢ des graphes O-réguliers. Nous
montrons qu’un graphe simple est déterminé, a I'isomorphie prés, par sa partie régu-
liére et les degrés de ses sommets, & 'exception d’une famille que nous caractérisons
complétement.

Partie II : Invariants algébriques de graphes

Nous avons cherché a estimer les degrés dans un systéme générateur minimal, et
en particulier le degré § maximal. Nous montrons que ¢ > [5]. Comme le groupe
agit par permutation, la théorie donne la majoration § < Céz. Cette majoration est
obtenue en considérant certains types d’ensembles générateursncomposés d’invariants
primaires et secondaires, pour lesquels les degrés des secondaires sont déterminés par
les degrés des primaires. Nous proposons un nouveau systéme de primaires dont les
degrés sont plus faibles. Pour n < 5, nous avons démontré par le calcul qu’il s’agissait
effectivement de primaires. Au deld, nous avons étayé notre conjecture sur une étude
de la série de Hilbert de 'algebre des invariants et sur une conjecture de Mallows
et Sloane. Nous obtiendrions alors une meilleure majoration : ¢ < CQC?H +C2. 1
semblerait d’aprés nos résultats expérimentaux que cette borne puisse étre ramenée
aC?—1,

Via I'identification entre polyndme invariant et combinaison linéaire formelle de
multigraphes, 'algébre des invariants est engendrée par les multigraphes. Nous mon-
trons que cette algébre est engendrée par les multigraphes ayant une seule compo-
sante connexe non triviale. Dans le cas n = oo, ces multigraphes sont algébriquement
indépendants, et il s’agit donc d’un systéme générateur minimal. Nous en déduisons,
pour n fini, un systéme générateur partiel minimal jusqu’au degré [5].

Les résultats de [ACG96| entrainent que, pour n < 4, I'algébre des invariants
est engendrée par les graphes simples. Nous montrons que ce n’est plus le cas pour
n > 5, en donnant un contre-exemple de degré 4.

Nous montrons de méme que, pour n > 3, l'algébre des invariants sur les di-
graphes n’est pas engendrée par les digraphes simples, en donnant un contre-exemple
de degré 3. Ceci infirme un lemme de Grigoriev [Gri79, Lemma .

Enfin, nous avons cherché expérimentalement des systémes générateurs. Sauf
pour n = 4, la plupart des implémentations récentes [Kem98b, Der99| des al-
gorithmes usuels ne donnent aucun résultat car elles utilisent un calcul de base
de Grobner extrémement cotteux. L'une d’entre elles [Kem93], utilisant seulement
des techniques d’algébre linéaire, permet d’obtenir quelques résultats partiels. Nous
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avons implémenté ces algorithmes en les optimisant pour les représentations par
permutation. Cela nous a permis d’obtenir des résultats partiels jusqu’a n = 8.
Pour n < 6, nous en déduisons que les graphes simples sont algébriquement recons-
tructibles. Pour n = 5, la forme du systéme générateur partiel que nous obtenons
suggére trés fortement qu’il s’agit d’un systéme générateur complet. Tous les poly-
nomes invariants seraient alors algébriquement reconstructibles, pour n <5.

Nous introduisons plusieurs algébres proches (algébres des graphes bipartis, des
graphes simples et des foréts), pour lesquelles nous obtenons des résultats analogues.

Partie III : Invariants algébriques de graphes et conjecture de reconstruc-
tion de Ulam

Soit g un multigraphe, et p le polyndéme associé. On a facilement les implications
suivantes :

p algébriquement reconstructible = p reconstructible = g reconstructible.

Nous étudions leurs réciproques dans quelques cas. Nous montrons en particulier
qu’il existe des graphes simples de degré 13 a 17 arétes non algébriquement re-
constructibles, alors que McKay [McK97| a pu vérifier que ces graphes étaient tous
reconstructibles. La démonstration, non constructive, repose sur un calcul de la série
de Hilbert et une énumération de Polya, le point essentiel étant que ’algébre des
invariants est graduée. Nous récapitulons les relations entre les différentes notions
de reconstruction, comme la reconstruction algébrique et la reconstruction dans I’al-
gébre des sous-graphes de Kocay.

Certaines opérations, comme le passage au complémentaire, préservent la recons-
tructibilité. Nous montrons que, pour la plupart, ces opérations préservent aussi la
reconstructibilité algébrique. Nous en déduisons que, si un multigraphe g est non
algébriquement reconstructible, il existe des multigraphes de tous degrés supérieurs
non algébriquement reconstructibles. De méme, si g est un graphe simple non algébri-
quement reconstructible & d arétes, il existe des graphes simples non algébriquement
reconstructibles de tous degrés entre d et C2 —d.

Un grand nombre de paramétres sur les graphes sont connus comme étant re-
constructibles, par exemple, le nombre d’arbres couvrants, le nombre de cycles ha-
miltoniens, le polynéme chromatique ou le polynéome caractéristique. Nous mon-
trons que ces paramétres sont en fait algébriquement reconstructibles, par des mé-
thodes élémentaires semblables a celles utilisée par Kocay |[Koc82| dans 'algébre
des sous-graphes. Cette approche met en évidence les points-clefs (non-connexité
par exemple) qui sous-tendent les démonstrations. Cela nous permet de montrer la
reconstructibilité algébrique, et donc la reconstructibilité, de toute une famille de
nouveaux parameétres : nombres chromatique et cochromatique raffinés par taille,
point arboricity linear point arboricity , k-point partition number, etc.

La reconstructibilité des arbres [Kel57] est a 'origine des recherches sur le pro-
bléme de Ulam. Nous abordons le probléme de la reconstruction algébrique des
arbres, qui contient celui de Kocay sur la reconstruction du nombre d’arbres cou-
vrants d'un graphe, comptés par type d’isomorphie. Ce probléme se restreint a une
algébre quotient de 'algébre des invariants, et s’exprime alors au moyen d’algébre
linéaire seulement. Nous montrons, par le calcul, que les arbres sont algébriquement
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reconstructibles jusqu’a n = 13, et nous vérifions, par une étude asymptotique, qu’il
n’y a pas d’incohérence immédiate avec des considérations de dimension. Enfin, nous
donnons une famille infinie d’arbres algébriquement reconstructibles, incluant tous
les arbres de diamétre 4.
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Partie 1

Espaces vectoriels sur les parties
d’un ensemble
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Chapitre 1

Introduction

Nous considérons I'espace vectoriel V,, ayant pour vecteurs de base les parties de
I'ensemble {1,...,n}. Cet espace est muni du produit scalaire canonique associé a
cette base, et de deux opérateurs Div et Etoile adjoints 'un de I'autre traduisant
I’ordre d’inclusion sur les parties. L’espace V,, est la somme directe des sous-espaces
VE ot V¥ est le sous-espace engendré par les parties & k éléments. Un résultat de
base, di a Kantor [Kan72|, affirme que si i < k < n — i, I'opérateur Div induit
une surjection V¥ sur V. Il en découle une décomposition de V¥ en sous-espaces
orthogonaux pour le produit scalaire canonique.

L’action du groupe symétrique &, sur {1,...,n}, naturellement étendue aux
parties de {1,...,n}, induit une représentation linéaire de &,, sur V,,. Il s’avére
que la décomposition ci-dessus est en fait la décomposition en irréductibles de cette
représentation. Nous en donnons une premiére démonstration basée sur le lemme de
Schur, que nous vérifions par un calcul sur les caractéres. Nous montrons ensuite que
cette approche naive revient précisément a la construction classique, via les modules
de Specht, des représentations irréductibles du groupe symétrique paramétrées par
les partitions [n — k, k]. Les bases de ces modules irréductibles sont paramétrées par
les tableaux standard. Nous rappelons la construction classique donnée par la théorie
des représentations du groupe symétrique. Nous présentons ensuite une nouvelle
base, dont la construction plus combinatoire met en jeu les mots de Dyck.

Un graphe simple non orienté peut étre vu comme collection de parties a deux
éléments d’un ensemble & n éléments. On peut voir un élément g de V2 comme
un graphe valué, la valuation de l'aréte {i,j} étant le coefficient de la paire {7, j}
dans le vecteur g. Le noyau de Div est ce que nous appelons I'espace des graphes 0-
réguliers, 'image de V! par 'opérateur Etoile, 'espace des étoiles. Chaque graphe
valué est la somme de sa partie étoilée et de sa partie réguliére. Tout ceci s’étend a
VE et s’exprime dans le langage des hypergraphes. Nous étudions les extensions de
graphes par adjonction d’un sommet et les propriétés particuliéres des graphes valués
dans 7Z vis-a-vis de la décomposition en partie réguliére et étoilée. Nous déduisons
de ce dernier point qu’un graphe simple est essentiellement déterminé a ’isomorphie
prés par sa partie réguliére. Cette information est cruciale pour mieux localiser la
difficulté du probléme de reconstruction pour les graphes simples.

On peut aussi considérer un graphe simple g comme un ensemble de k arétes.
Donc, au lieu des parties de {1,...,n}, on peut considérer les parties de {1,...,m}
ot m = C2, et identifier g a 'un des vecteurs de la base de V,,. Ici I'action qui

nl
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nous intéresse n’est pas celle de G,,,, mais celle induite par G,, par permutation des
sommets. Le théoréme de Kantor reste valide dans le quotient de ’espace V,, par &,,
(c’est-a-dire sur 'espace vectoriel ayant comme base les graphes simples a isomorphie
prés). Nous rappelons quelques résultats fondamentaux qui en découlent : théoréme
de Livingstone-Wagner sur les orbites [LW65, Kan72|, propriété de Sperner [Pou76,
PR86] et théoréme de Lovasz sur la reconstruction par aréte [Lov72, Sta84].

Enfin, nous étudions une généralisation du théoréme de Kantor aux matrices
d’incidence des arbres. Ces résultats seront essentiels dans les parties suivantes, en
particulier pour 1’étude de la reconstruction algébrique des arbres.
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Chapitre 2

Matrices d’incidence

2.1 Définitions

Soit n un entier. Nous notons P, l'ensemble des parties de {1,...,n}, et Pk
le sous-ensemble des parties de taille k; ainsi, P, est la réunion disjointe des P~
Par exemple, P? = {0} et P" = {{1,...,n}}. Par convention nous posons P¥ := )
lorsque k£ < 0 ou k > n.

Espace vectoriel des parties d’un ensemble

Soit K un corps. Sauf mention explicite du contraire, nous supposons que K est
de caractéristique 0, et lorsque le corps de base est clair, nous 'omettons de nos
notations. Nous désignons par V,, espace vectoriel K" des applications f de P,
dans K. Nous écrivons plutot un élément f comme une combinaison linéaire formelle
de parties de {1,...,n}; par exemple, f = 3.{1,4} +2.{1,5,7} — i.{S}. L’espace V,,
est de dimension |P,| = 2". Il se décompose en la somme directe des sous-espaces
VE k=0,...,n, chaque V¥ étant le sous-espace de dimension CfL engendré par PF.

Voici quelques exemples :

~k < 0ouk >n+ 1. Etant donnée notre convention, VF = () est réduit a
'espace vectoriel trivial {0}.

~ k = 0. Les éléments de VY sont de la forme \ - (). Donc V. est la droite K - )
et sera identifié avec K.

— k = 1. Comme exemple d’¢lément de V! on a 4.{1} —2.{2} + 2.{5}. Noter que
V1 est isomorphe & K".

— k = 2. On peut identifier le vecteur 4.{1,2} 4+ {2,3} & un graphe valué¢ non
orienté dont I'aréte {1,2} est valuée 4, 'aréte {2,3} est valuée 1, et les autres
arétes sont valuées 0. Ainsi, V2 est 'ensemble des graphes non orientés sur
{1,...,n} valués dans K.

— Plus généralement, on peut considérer chaque élément de V¥ comme un hy-
pergraphe k-uniforme valué dans K.

Remarque 2.1.1: Si K = Z/2Z, les éléments de V¥ s’identifient aux hypergraphes
k-uniformes non orientés de {1,...,n}.
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2.2 Opérateurs Div et Etoile

2.2.1 Définition

Deux opérateurs linéaires adjoints, la dérivation Div et I’étoile Etoile, traduisent
sur I'espace V,, 'ordre d’inclusion des parties.

Définition 2.2.1 (Opérateurs Div et Etoile).
On appelle dérivation (noté Div) Uopérateur linéaire qui associe a une partie A la
somme formelle de ses sous-parties de taille |A| —1 :

Div(@) =0
Div(4) =Y A—{a}

On appelle étoile (noté Etoile) Uopérateur linéaire qui associe 4 une partie A la
somme formelle de ses sur-parties de taille |A|+ 1.

Etoile({1,...,n}) :=0
Etoile(A4) = Z A U {a}

ae{l,...n}\ A
Le nom de l'opérateur Etoile est suggéré par 'exemple suivant :

OWY@)
Etoile({1}) = Y {L.j} = @1
J#1 & ®)
L’opérateur Div induit une application Div¥™1~* de V#*+! dans V*. Réciproque-
ment, Popérateur Etoile induit une application Etoile® "™ de V* dans V**1. Nous
verrons plus loin & quelles conditions ces applications sont injectives ou surjectives.

Nous verrons aussi que ce sont essentiellement les seules applications de ce type qui
préservent les symeétries.

2.2.2 Matrices d’incidence

Définition 2.2.2 (Matrice d’incidence [Kan72]).

On appelle matrice d’incidence des parties de taille ¢ versus les parties de taille k la
matrice M'~* de dimension CE x C! dont les colonnes sont indexées par les parties
de taille i, les lignes par les parties de taille k, et telle que le coefficient M~*(A, B)
vaut 1 si A C B et 0 sinon :

A

M=k = . M—*(A, B) . B

Voici quelques exemples de matrices d’incidence.
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Exemple 2.2.3.

0

1 {1}

M7t = 1| {2}

1] {3}

{1t {23 {3
1 10 {12}
M;7? = 1 0 1 {1,3}
0o 1 1 | {2,3}

{1,2}{1,3} {2, 3}
M2 =] 1 1 1 ] {1,2,3}

{1 {2 33 {4}

1 1 0 07 {1,2}

1 0 1 0| {1,3}

-2 0 1 1 0 | {23}
M= 1 0 0 1 | {1,4}
0 1 0 1 | {24}

0 0 1 1 | {34}

Remarque 2.2.4: La matrice M*7*+! egt la matrice de lopérateur Etoile* %+,

Réciproquement sa transposée ' M*—#+1 est la matrice de Popérateur Div¥™ . Ces
deux opérateurs sont donc adjoints. On note que la matrice M,, de 'opérateur Etoile
dans V,, est la matrice d’adjacence du diagramme de Hasse de ’ordre d’inclusion sur
P,. On I'obtient en recollant les M*~*+1 comme dans 'exemple 2.2.5.

Exemple 2.2.5 (Matrice d’incidence globale).

o {1 {23 {3p {12} {163} 2,3} {1,2,3}

0 0 0 0

1 {1}

1 0 0 0 2}

1 3

My = 1 1 0 {i,g}
0 1 0 1 0 0 {1,3}

1 1 {2,3}
0 0 1 1 1 ] o ] {123}

2.2.3 Passage au complémentaire, opérations ensemblistes

On peut définir des opérateurs correspondant aux autres opérations ensemblistes.
Par exemple, le complémentaire C, défini sur P,, s’étend linéairement a V,. Par
exemple, si n = 4,

({12} + 1 {4) = °(1,2) + 254} = (3.4} + L {1.2.3).
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On note que, comme le passage au complémentaire 0 est une involution entre P* et
Pk Topérateur C définit un isomorphisme involutif de V¥ dans V"%, On étend
aussi la réunion en un opérateur bilinéaire, de sorte que

({1,2} +2{3,4}) U {1,5} = {1,2,5} + 2{1,3,4,5}.

On peut bien sir faire de méme pour chaque opération classique sur les parties d’un
ensemble (intersection : N, différence : \, différence symétrique : A).

Remarque 2.2.6: Le passage au complémentaire induit une dualité supplémentaire
entre les deux opérateurs Div et Etoile. En effet, pour v € V,,, on a :

Div v = C Etoile v.

Démonstration. Par linéarité, il suffit de le montrer pour une partie Ade {1,...,n}:
Divid =Y "Ca\{a} =Y YA U {a}) =) AU {a} ="EtoileA. O
actA actA acta

2.2.4 Itérés des opérateurs Div et Etoile

Définition 2.2.7.

Soit i < k. On note DivF™" Uopérateur linéaire qui ¢ un ensemble A de taille k
associe la somme de ses sous-ensembles de taille i. De méme, on note Etoile’™"
DUopérateur linéaire qui 6 un ensemble A de taille i associe la somme de ses sur-
ensembles de taille k

Vi =V, Vi =V
Div' " =1 A Y A Etoile’ " = A4 S 4.
A'CA,|A =i A'DA|Al|=i

Propriétés 2.2.8.

. . i ] i—> .. . . t ;
Les opérateurs DivF™" et Etoile’™* sont adjoints, de matrices respectives M™% et

M=% et ona:
4 1 ‘ A 1
DivF~t = =) DivF¢ Etoile’™* = =)

Démonstration. Par passage au complémentaire, il suffit de le montrer pour Div.
Soit. A une partie de taille & :

Divk—z’A: Z Z Z A\{al,...,ak_i}

a1€A  azeA\{a1} a;€A\{a1,...,ap_;—1}

> >

A/CA,‘A,|:|A‘—’£ (a1,...,ak,i),{al,...,ak,i}:A\A’
= ) iA=iDwA O
AICA,|A!|=i
Corollaire 2.2.9.
Soit A une partie de taille k. On a :
DivF A = kIDivF=" A = k10 = k!;
DivF™ A = kI DivF™ " A = k10 = 0.

Etoile®
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2.2.5 Interprétation algébrique de 'opérateur Div

L’opérateur Div a les propriétés d’une dérivation. Cela se justifie par 'interpré-
tation algébrique proposée par Pouzet [Pou76|. On identifie une partie {1, 3, 7} et
un monoéme xix3xr7 via l'application linéaire

Vo — Kz, ..., )
0—1

A|—>Hxl-

Le polynome ®(A) est élémentaire, c’est-a-dire que les monomes qui le com-
posent sont sans carrés. L’application & est évidemment un isomorphisme entre V,
et le sous-espace des polynomes élémentaires de K[z, ..., z,]. La remarque suivante
indique qu’il s’agit partiellement d’un morphisme d’algébres.

o

Remarque 2.2.10: Si A et B sont des parties disjointes, ®(A U B) = ®(A).®(B).

0
ox; "

Sur les polynomes, opérateur Div s’écrit : Div = >
d’ambiguité, on note

Lorsqu’il n’y a pas

p’ = Div(p), p™ = DivF(p).

Nous allons étudier plus précisément les propriétés de cet opérateur sur les poly-
noémes. D’une part, nous en déduirons une propriété cruciale de 'opérateur Div
sur les parties et, d’autre part, cet opérateur sera fondamental dans I’étude de la
reconstruction algébrique des polynomes (voir § 16.4).

Proposition 2.2.11.
L opérateur Div sur les polyndomes est une dérivation, c’est-a-dire qu’il vérifie la
formule :

(pg)' =p'q+pqd". (2.1)
Démonstration.

0 0 0 0 0
(pq)' = Za—%pqz Zpa—%quan—xip:pZa—% +qzaxzp

=pq +qp. O

On peut réitérer cette formule, pour obtenir la formule de Leibniz sur les dérivations
d’ordre supérieur d’un produit :

l

(pg)® = CfpHg®), (2.2)
k=0

puis sur un produit quelconque :

n! i i
(o) = > lmp§ Vot (23)
i1 tip= '
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Corollaire 2.2.12.
Soit A et B deux parties disjointes. On a :

Div(A U B) = (DivA) U B+ A U (Div B).

On peut en tirer une formule plus générale lorsque A et B ne sont pas disjointes.
Nous 'avons omise ici car nous ne 1'utiliserons pas.
Soit, ¢ la forme linéaire qui a un polyndéme p homogéne de degré d = deg p associe

la constante %p(d). On étend ¢ par linéarité a tous les polynomes.

Lemme 2.2.13.
(i) ¢(p) est égale a la somme des coefficients des termes de degré degp du poly-
nome p.
(ii) ¢ est un morphisme d’anneauz (i.e. ¢(pq) = ¢(p)p(q)).
(iii) L’ensemble I des polynomes p tels que ¢(p) = 0 est un idéal premier de

Klzy,. .., )
Soient G un groupe agissant par permutation des variables xq, ..., x,, et K[zq, ... ;]
Ualgébre des polynomes invariants par action de ce groupe (voir partie I pour les
définitions).

(iv) ¢ est un invariant pour Uaction de G (i.e. ¢p(op) = ¢(p)).
(v) L’ensemble des polyndémes p invariants tels que ¢(p) = 0 est limage 1€ de
Vidéal I par Uopérateur de Reynolds. Cest un idéal premier de Klxy, ..., xz,]°.

Démonstration.

(i) I suffit de le vérifier pour les monomes, ce qui se fait simplement par récur-
rence. Soit ;, ...x;, un monome de degré d. On note que les ¢; ne sont pas
forcément distincts.

(d-1)
1 d 1 nd—1 1 d ,
E<xi1 xu) = E((«rzl «Tzd)) = E Z.I‘il "’xij—lxijxlj+1 Ty
: . . J:1
d
S iy 1
) g;m(xil“'xij1$ij+1...xid)( ) = Ed: 1

(ii) On applique la formule de Leibniz (équation 2.2). Parmi tous les termes
p® .. qY) avec i + j = degpq, seul pldeeP)g(deed) sera non nul. En effet, dans
les autres termes, soit ¢ > degp et on a p() = 0, soit j >> et on a ¢\¥) = 0.
On peut aussi se contenter de remarquer que la somme des coefficients dans
le produit pq est égale au produit de la somme des coefficients dans p, par la
somme des coefficients dans ¢ (on ne considére que les coefficients des termes
de plus haut degré).

(iii) L’ensemble I est le noyau de ¢. C’est donc un idéal premier, puisque I'image
de ¢ est le corps K qui est intégre.

(iv) Comme le groupe G agit par permutation des variables, chaque monoéme est
transformé en un monoéme de méme degré. Il est donc clair que la somme des
coefficients de plus haut degré de p est invariante.
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(v) D’aprés (iv), si p* := |—é| > 0.g est I'image du polynome p par Popérateur de
Reynolds, alors ¢(p*) = ¢(p). Il est alors clair que ’ensemble des polynémes
invariants p tels que ¢(p) = 0 est 'image I¢ de I par I'opérateur de Reynolds.
On procéde de méme que pour I pour montrer qu’il s’agit d’'un idéal premier

de l'algébre des invariants K[y, ..., x,]°.
]
Théoréme 2.2.14.
Soit K[xl, ., Tpla Uensemble des polynomes homogénes de degré d. L’opérateur
Div = 8 mduzt une application surjective de K[z, ..., x,lqr1 dans Klxq, . .. 2,]q-
L’opérateur adjomt Etoile = ) fo dx; est une application injective de Kxq, ..., z,]q
dans K[zq, ..., 2n)a11-

Démonstration. Le principe de la démonstration est de se servir de x; pour faire une
intégration par parties. On note < l'ordre sur les monomes défini par []z% < [] a:f/
si d; < d). Le monome z¢ est maximal parmi tous les monomes de degré d et est
dans I'image de Div : 2¢ = - +1 Div 2¢*!. Raisonnons par récurrence descendante sur
lordre < pour montrer que tous les autres monoémes sont aussi dans I'image de Div.

Soit m = [[2%. Posons p = Diva;m. On a :
p:a—DwxleHx —l—za d1+1Hx (dy +1) m—l—xd1+lz HZL’
1 i>1 i>1 i>1 i>1 IS

Le monéme m s’exprime alors en fonction de Divazim et de monomes strictement
plus grands, et est donc dans 'image de Div. Enfin, par transposition, Etoile est

injectif. O
On pourrait aussi constater qu’avec un changement de variables approprié¢, Div
se raméne a une dérivation % sur une seule variable. La propriété précédente affirme

donc simplement l'existence d’une intégrale.

2.2.6 Injectivité et surjectivité des opérateurs Div et Etoile

Nous avons maintenant suffisamment d’outils pour démontrer simplement les
propriétés des opérateurs DivF ™ et Etoile’ .

Théoréme 2.2.15 ([Kan72]).
Soient i, k et n trois entiers.
- Sii1 <k <n—1i, alors Uopérateur Div
est injectif ;
— Si k> n—1, alors Uopérateur Etoile’™* est surjectif et Uopérateur Div
ingjectif.

k=i ost surjectif et opérateur Etoile’™"

k=i oot

Cela correspond a I'intuition donnée par la dimension des espaces V. Sii <k <n —1,
il y a moins de parties de taille ¢ que de parties de taille k. Donc Etoile permet de
plonger V! comme sous-espace de V*.

Nous nous contenterons de montrer que, lorsque i < k < n—1, 'opérateur Div
est surjectif. On en déduit que 'opérateur Etoile’™* est injectif, car ¢’est 'adjoint
de Div*™". Le cas k < n — i s’obtient alors par passage au complémentaire.

k—1
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1000

100
Div surjectif

Etoile injectif

Nombre de parties

10

‘ ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Taille des parties

FiG. 2.1 — Nombre de parties de taille k de {1,...,n}, et opérateurs DivF ™" et
Etoile’ ™"

La démonstration que nous donnons est inspirée de [Pou76, p. 125]. Le prin-
cipe est le méme que pour le théoréme 2.2.14. Nous considérons une partie X de
taille 4, et nous montrons qu’elle est dans I'image de Div*~; en quelque sorte, nous
intégrons X. Pour cela, nous écrivons X sous la forme X U 1 et nous faisons une suc-
cession d’intégrations par parties. Contrairement au cas des polynomes, la formule
de dérivation n’est valable que pour des parties disjointes. Aussi, nous avons besoin
d’une partie Y, disjointe de X, suffisamment grande pour intégrer la constante 1.
C’est 1a qu’intervient la condition & < n —i. Au final, lorsque & = ¢ + 1, nous expri-
mons X sous forme d’une somme alternée trés proche d’une inversion de Mobius.

Démonstration. Soit X une partie de taille 7. Comme i+ k < n, on peut prendre une
partie Y de taille k disjointe de X . Posons A; := Div! X DivF ™'Y pourl € {1,..., k}.
Le vecteur A; est dans V', et, en utilisant le corollaire 2.2.9, on obtient :

Ay = Div’ X DivF Y = EkIX;

A; = Div! X DivF'Y = il DivF 'Y = il(k — i)! DivF Y

Al =0 sil > 1.
En particulier, on note que A; est dans 'image de Div* ™. Procédons par récurrence
sur ¢ — [. Soit Iy, 0 < Iy < 7 tel que pour tout [, I < | < i, la partie A; soit dans

I'image de Div*~%. On utilise le lemme 2.2.12 pour faire une intégration par parties
de Alo .

Ay, = Divle X U DivFloy

k—1
= DivF(Dive X U Div T Y) = > " Cf_, Divt X U DivF Iy
j=1
k—1i .
= Div*'(Div® X U Div 0 Y) =) Ol Ajprj.
j=1
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Donc le vecteur A;, est dans 'image de Div*~%. On en déduit que X = & Ao est dans
I'image de Div® ™. Enfin, lorsque k = i + 1, on obtient pour X l'expression directe :

1 ¢ S ‘
X =——Div <Z(—1)H Divi™7 X U Div? Y) o O

' l
(1+1)! g

(Généralisations a d’autres scalaires

La seule propriété du corps K que nous avons utilisée est la possibilité de diviser
par k!. Ce théoréme se généralise donc aux corps de caractéristique > k, voire aux
anneaux ou {1,...,k} sont tous inversibles. Les exemples suivants montrent les
difficultés rencontrées lorsque k! n’est pas inversible.

Exemple 2.2.16.

Dans le cas o K = Z, l"image de Div*™" est un sous-réseau de V' contenant k! V"
Nous conjecturons que p := k! est le plus petit entier p strictement positif tel que
Vimage de Div*™" contient p V.

Exemple 2.2.17.
Dans le cas ou K = Z/27, Uopérateur Div définit un opérateur bord. On a en
particulier DivoDiv = 0 et Div # 0. En aucun cas, Div ne peut étre surjectif.

Exemple 2.2.18.

En caractéristique p, et lorsque p divise n, le noyau de Div et ['tTmage de Etoile ne
sont plus en somme directe. En effet, on a un vecteur non nul qui est a la fois dans
Uimage de Etoile"™! et dans le noyau de Div'™° :

k—1i

Z {i} = Etoile’ ) et Div' ™" Z {i} | =nb=0.

i€{l,...,n} i€{1,...,n}

2.3 Décomposition

Le théoréme 2.2.15 montre que, si i < k < n — it, alors on peut plonger V' dans
VE. Nous allons nous servir de ce fait pour décomposer V¥ en deux sous-espaces
orthogonaux, puis en somme de k41 sous-espaces orthogonaux. Nous verrons au § 3
le role de cette décomposition dans 1’étude de I'action du groupe symétrique &,, sur
Vk. Nous avons besoin d’un produit scalaire pour définir la notion d’orthogonalité.

Nous munissons V,, du produit scalaire canonique tel que, pour deux parties
distinctes A et B, (A|A) =1 et (A|B) = 0. Dans la suite, nous supposons toujours
qu’il est possible de définir un tel produit scalaire (voir [AB95] pour des conditions
sur le corps K). Par exemple, si le corps est Q ou R, nous prenons le produit scalaire
usuel. De méme, sur C, nous prenons le produit Hermitien. La plupart des résultats
restent valables dans un corps quelconque de caractéristique zéro, et nous indiquons
au cas par cas les difficultés éventuelles.

Théoréme 2.3.1.
Soit i et k tels que i < k et 2k — 1 < n. Alors,

V¥ = Im Etoile’* @ Ker DivF ™",
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i—k i—k

ot Im Etoile
rateur DivF™7,

est [tmage de l'opérateur Etoile et Ker DivF™" le noyau de Uopé-

Démonstration. Comme les opérateurs DivF ™ et Etoile’ " sont adjoints, les espaces
Im Etoile”™* et Ker Div*™" sont en somme directe orthogonale. De plus, comme
2k —1 < n, DivF™" est surjective et Etoile’ " est injective. I argument de dimension
suivant permet alors de conclure :

dim V¥ = dim Ker DivF™" 4 dim Im Div" ™
= dim Ker DivF™" + dim V/

— dim Ker Div*™" + dim Im Etoile’ ¥ .

On a donc des plongements successifs comme dans I’exemple suivant :

Exemple 2.3.2.

Vo K.0

Etoile,\[T Div

V51 ImEtoile®™! @1 Ker Div!™°

3

Etoile TDiv
V2 Im Etoile! 2 @+ KerDiv? !
Etoile TDiv
v Im Etoile? &t Ker Div3—?
Etoile TDiv
Vi Im Etoile®*™* @t Ker Divi™?

Or, on remarque que Ker DivF™" ¢ Ker DivF ™! et Ker Etoile’*  Ker Etoile’'~*.
En effet, & un coefficient prés, DivF ="' = Div o DivF ™% et Etoile’* = Etoile’™!~* o Etoile.
Nous pouvons donc décomposer successivement chaque V¥ comme dans I'exemple
suivant :
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Exemple 2.3.3.

. . . 0 1 0 2 1 3 2 4 3
dimension : C, C,—GC, G, —GC, c —C; c,—C;
0.
VO KO
Etoile | | Div
1. .
Vo ~ & KerDiv!'™°
Etoile | | Div Etoile | | Div
2. .
Vi ~oet o~ &+ Ker Div? ™!
Etoile | | Div Etoile | | Div Etoile TDiv
3. .
Vi ~ et -~ ot ~ &+ Ker Div3™?
Etoile | | Div Etoile | | Div Etoile TDiv Etoile | | Div
3. .
vy ~ @t ~ et ~ ot ~ @+ Ker Divi™?

Théoréme 2.3.4.
Si 2k —1 < n, V¥ se décompose comme suit :

VF =ImEtoile”™* @' ImEtoile'™* N KerDivF™°
ot .
@+ ImEtoile* 7% N KerDivF~*2 @l KerDivF~+!

De plus, on a une décomposition duale lorsque 2k + 1 > n, qui s’obtient par
passage au complémentaire. Nous nous contentons donc d’étudier le cas 2k —1 < n.
On note que la forme de cette décomposition est cohérente avec la croissance puis
la décroissance des dimensions des espaces V,* (figure 2.1).

Le sous-espace Ker Divi™*~1 représente la composante nouvelle dans les parties
de taille k par rapport a celles de taille k& — 1. Nous 'appellerons espace des k-
hypergraphes 0-réguliers et nous le noterons Réguliersf;. Cette dénomination vient
de la terminologie classique pour les graphes (k£ = 2) : Popérateur Div peut alors étre
vu comme |’application qui associe & un graphe la liste des degrés de ses sommets ;
si un graphe est dans le noyau de 'opérateur Div, tous ses sommets sont de méme
degré 0. Il est donc O-régulier. Au § 4, nous chercherons des bases des sous-espaces
apparaissant dans cette décomposition. Pour cela, il suffira de chercher des bases
des espaces Réguliers”.
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Chapitre 3

Représentations du groupe
symétrique

Nous considérons l'action naturelle du groupe symétrique sur l'espace V,,. La
décomposition obtenue dans le chapitre précédent est en fait la décomposition en
sous-modules irréductibles pour cette action. C’est une conséquence relativement
immeédiate de la théorie des représentations du groupe symétrique et nous en donnons
plusieurs démonstrations.

3.1 Décomposition en irréductibles de V,

Soit &,, le groupe des permutations de {1,...,n}. Chaque permutation o de &,
induit une permutation 7(c) de 'ensemble P,, des parties de {1,...,n}, définie par

m(0)(A) = {o(a), a € A}

Cette transformation o — 7wo est I"action naturelle du groupe symétrique sur P,.
Lorsqu’il n’y a pas ambiguité, nous omettons 7 pour alléger les notations. Ainsi,
on notera 0 - A = m(0)(A). On note que cette action est transitive sur chacun
des P¥  c’est-a-dire que pour toutes parties A et B de méme taille k, il existe une
permutation o telle que 0.A = B.

On étend cette action a 'espace V,,, en étendant chaque 7(o) en une transfor-
mation linéaire de V,,. On obtient ainsi une représentation linéaire de &,,. Comme
I’action naturelle 7 laisse P¥ stable, elle laisse stable le sous-espace V¥, qui est donc
un sous-module. La décomposition en somme directe orthogonale V,, = @+VF est
donc une décomposition en sous-modules de V. Notre objectif est de décomposer a
nouveau chaque V,* en sous-modules irréductibles. La finitude du groupe nous assure

de I'existence d’une telle décomposition.

On note que ces sous-modules irréductibles sont en somme directe orthogonale,
car le produit scalaire canonique est invariant (i.e. {(ov|ow) = (v|w)). De plus,
I'orthogonal d’un sous-module est aussi un sous-module (voir [FH96, § 1.2]).
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Théoréme 3.1.1.
Soit k tel que 2k < n. La décomposition de V*

VE =1Tm Etoile’™* &+ (Im Etoile! " N Ker Divkﬂo)
o+ .
ot (Im Etoile* =% N Ker Divk_)k_Q) @l Ker DivF—F!

est une décomposition en sous-modules irréductibles. Ces sous-modules sont deux a
deux non-isomorphes et celte décomposition est donc unique.

Nous indiquerons plus précisément de quelles représentations irréductibles du
groupe symétrique il s’agit dans le théoréme 3.4.1. Ce théoréme indique que 'opéra-
teur Div est essentiellement le seul morphisme de V¥ dans V*~! préservant les symé-
tries. Plus précisément, si f est un autre morphisme, alors sur chaque composante
irréductible, f est de la forme \; Div. Il en est, bien stir, de méme pour l'opérateur
Etoile. Enfin, sur chaque composante irréductible, ’endomorphisme Div o Etoile est
de la forme \.Id, le coefficient A dépendant évidemment de la composante.

Lemme 3.1.2.
Les opérateurs Div et Etoile sont des &,,-morphismes.

émonstration immeédi nous n nnons qu ur Div, a titr
La démonstration est édiate, et nous ne la donnons que pour Div, & titre
d’exemple.

Démonstration.

o - Div(A) =0 - > Audal|= > o-AU{o(a)}
a€{l,...,n}/A ae{l,...n}/A
= Z c-AU{a}=Div(c-A) O

a€{l,...,n}/c-A

On en déduit que les espaces Im Etoile’™* et Ker Div*~? sont des sous-modules
de V¥, ainsi que leurs intersections. La décomposition

VE=ImEtoile”* @+ (ImEtoile'™* N KerDivF ™)
@t o
ot (Im Etoile* =% N Ker Divk_)k_Q) @&l Ker DivF—k1

est donc une décomposition de V¥ en sous-modules.

Il ne reste qu’a montrer que ces sous-modules sont irréductibles. Comme le sug-
gére lexemple 2.3.3, le sous-module Im Etoile’™* N Ker Div¥~""! est isomorphe via
Etoile’* au sous-module Ker Divi~"! = Réguliers! des k-hypergraphes O-réguliers.
Il suffit donc de montrer que, pour tout k, les sous-modules Réguliersfl sont irréduc-
tibles et qu’ils sont deux a deux non-isomorphes.
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3.2 Démonstration élémentaire de 'irréductibilité

Nous n’utilisons ici que le premier résultat de la théorie des représentations.

Lemme 3.2.1 (de Schur [FH96]).

Soit V' une représentation linéaire d’un groupe fini G. Alors V est une représentation
irréductible de G si, et seulement si, les seuls G-morphismes de V dans V' sont les
homothéties.

Nous allons étudier les &,-morphismes de V* dans Réguliers®. Pour cela, on
définit une distance sur P¥, mesurant le nombre d’éléments non communs aux deux
parties.

Définition 3.2.2 (Distance sur PF).
Pour A et B dans PX, on pose :

d(A,B) =k — |A N B (: IB\ A| = |A\ B| = M)

2
ot |C| dénote le cardinal de ’ensemble C.

On remarque que d(A, A) = 0 et on peut vérifier simplement que d est bien
une distance. Nous aurons besoin du lemme suivant qui nous donnera comme sous-
produit les formules de projections de V* sur Réguliers”.

Lemme 3.2.3.
Soient f un &,-morphisme de V¥ dans Réguliers,k; et A une partie de taille k
de {1,...,n}. Alors f(A) est de la forme

fA) =X > aqan B

BePE

ot les coefficients aq ne dépendent ni de A ni du morphisme et le coefficient Ay ne
dépend que du morphisme f. De fait, pour tout d tel que 0 < d <k, on a :

En particulier, ag=1.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que les symétries du probléme, modé-
lisées par Paction de &,,, imposent que f(A) soit de la forme

FA) =AD" auan B

BePk

Soit & 4,4 le sous-groupe des permutations de &,, stabilisant A; clairement & 4¢ 4
est isomorphe au produit direct G4 x Gg,. Comme f est un &,-morphisme, si
o€ 6,c,alors o f(A) = f(o-A) = f(A). Fixons un d € {0,...,k}. On voit que
Paction de & 4¢ 4 sur {B,d(A, B) = d} est transitive. Il faut donc que les coefficients
de chacun de ces B dans f(A) soient tous identiques. D’oul la forme requise.
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Maintenant, nous allons utiliser le fait que I'image f(A) est dans Réguliers®
(i.e., Div(f(A)) = 0) pour trouver les contraintes sur les coefficients que nous avons
annoncées. Pour cela, nous allons donner une relation de récurrence entre les «y.
Soit d € {0,k — 1}. Soit C' une partie & k — 1 éléments telle que |C' N CA| = d et
donc |C N A| = k—1—d. Le coefficient de C' dans Div(f(a)) doit étre nul. Evaluons-
le. Soit B une partie de taille k£ contenant C'. Selon que ’élément supplémentaire de
B est dans A ou dans CA, la distance d(A, B) vaut d ou d+ 1. On a d+ 1 choix pour
B dans le premier cas, et n — k — d dans le second.

C, |IC=k-1
n-k-|

On en déduit la relation :
(d+1)ag+(n—Fk—dag =0,

qui donne par récurrence :
(—1)

g = ——
d
Cnfk

Q.
Quitte & multiplier \ et les oy par une constante, on peut se ramener a oy = 1. Nous
obtenons alors bien I'expression annoncée pour les ay qui ne dépend ni du choix
de A, ni du morphisme f. Le coefficient \ est alors le coefficient de A dans f(A).
Il ne reste plus qu’a montrer que le coefficient A ne dépend pas de A. Soient A
et B deux parties de taille k et A4 et Ap leurs coefficients respectifs. Soit ¢ une
permutation telle que o - A = B. Comme f(B) = f(o-A) =0 - f(A), le coefficient
de B dans f(B) est égal au coefficient de A dans f(A). Donc Ay = Ap = Ay comme
voulu. O

Nous noterons R, l'expression ), ag(a,B) B obtenue.

Démonstration du théoreme 3.1.1. Le lemme 3.2.3 montre en fait que I'espace des &,,-
morphismes de V* dans f est de dimension 1. Cela implique en particulier que I'es-
pace des automorphismes de Réguliersﬁ est de dimension 1. Donc, d’aprés le lemme
de Schur, le module Réguliersﬁ est irréductible. De plus, il n’y a dans V* qu'un seul
sous-module isomorphe a Réguliersfi, qui est donc Réguliersfl lui-méme. O

On déduit aussi du lemme 3.2.3 les formules de projections sur Réguliersﬁ et
Im Etoile® 17

Corollaire 3.2.4.
500t TReguiers: 10 projection orthogonale sur Uespace Réguliers? et m mioer-1-+ 1@
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projection sur son orthogonal.

k
n—2k+1~(=1)
TrRéguliers’fL (A) = Z Z B

n—k+1 Co k Bepk d(A,B)=l

n—2k+1~(—1)
T Broilet—1—+ (A) = A — n—Fk+1 Z ! ; Z B
n—k Bepk d(A,B)=l

Démonstration. Soit ™ = Tge et - D’apres le lemme 3.2.3, il suffit d’évaluer ..
En utilisant 'orthogonalité de 7(A) et A — m(A) on obtient I'équation

0= (A —m(A)|r(A)) = (Ar(A)) — (7(A)|7(A)) = A = \*(Ra| Ra)

(On rappelle que le coefficient de A dans 7(A) est \). Calculons ce dernier produit
scalaire :

k
(RalRa) Zad(A B) — ZaleBv d(A, B) = d}|
d=0

2
— Z B Ck*d Cd
d k n—k
d=0 < Crs )

= d2(n—k—d)? (n —k)!
=2 (n—kK)2  d(k—d)!d((n—k—d)
kl(n —k —d)!

—k)!(k —d)!

21

" kl(n— 2K (n—k—d)
222 ( ) ( )

Z

= (=R (k—d)(n - 2k)!

d=0
k

(
Chy

Ck

=0

= Z Cn 2k+d

Ck
n k d=0
Nous avons besoin pour conclure du petit lemme combinatoire suivant

Lemme 3.2.5.

m+1)+k = Z Cm+d

Démonstration. Le coefficient C(m +1y4% compte le nombre de fagons de répartir k
objets identiques parmi m + 2 cases. Pour obtenir le méme résultat, on peut aussi
répartir d objets dans les m + 1 premiéres cases (CZ, +q Dossibilités), puis mettre les
k — d objets restants dans la derniére case. O

Conclusion :




et donc, comme la solution A = 0 ne nous intéresse pas,

n—2k-+1
n—k+1"

3.3 Démonstration utilisant les caractéres

Lemme 3.3.1.
Soit xyx le caractere de la représentation naturelle du groupe symétrique sur VE. S
2k <n, on a

(Oxvelxve) =k + 1.

Démonstration. Le calcul que nous allons faire porte sur la k-iéme puissance sy-
métrique de la représentation naturelle de &,,. Nous nous sommes inspirés d’un
calcul similaire sur la k-iéme puissance extérieure apparaissant dans [FH96, Propo-
sition 3.2, p. 31].

1 1
v Ixve) = ol Z XVJ;(U)Q ] Z |{pts fixes de o}

O’Een
2

>3 D YERT IR DI DI DI

o APk o-A=A o B,c-B=B C,0-C=C

S DINND DI

(B,C) o,0-B=B,c-C=C

'ZHO'UB B,o-C =C}

(B,C)
B Z |B N C’|!|B\C’|!|C’\B|!|C(B u o)
(B:0) n!

Nk — DIk —1)!(n — 2k + 1))
S 3 (k= DX n)!( +1)

1,0<I<k (B,C),|BNC|=I

Or, le nombre de couples (B, C) de parties de taille k ayant une intersection de
taille [ est justement le multinomial

n!

Nk — D1k — Di(n — 2k + )’

puisqu’il faut répartir n éléments entre B N C, B\ C, C'\ B et C(B U C). Nous
concluons donc que :

Ooplxve) = Y 1=k+1. O
1,0<I<k

Nous rappelons le théoréme suivant [FH96, Corollary 2.15, p.17] :
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Théoréme 3.3.2.
Soit W une représentation d’un groupe fini. Soit Wy, ..., W, les composantes irré-

ductibles de G deux a deuxr non-isomorphes apparaissant dans W et aq,...,a; leurs
multiplicités. (W < W @ --- @ W ). On a :

(xwlxw) = ai +--- +df.
Nous avons maintenant tous les éléments pour démontrer le théoréme 3.1.1.

Démonstration. Soient aq,...,a; les multiplicités des représentations de & appa-
raissant dans V!. Nous allons montrer que [ = k et que les a; sont tous égaux a 1.
D’aprés le lemme 3.3.1 et le théoréme 3.3.2, > a? = k. De plus on sait que V,, se
décompose en au moins k& modules irréductibles, donc »_a; > k. Nous rappelons
que les a; sont des entiers supérieurs ou égaux a 1 et donc a; < a?. Mais alors on a

aussi
a?:k—Zaigk—Zaj < a,,
J#i J#i
et donc a; = 1.
Conclusion : V¥ est la somme de k sous-modules irréductibles deux a deux non-
isomorphes. La décomposition étant alors unique, ce sont forcément les k sous-
modules de notre décomposition. O

3.4 Démonstration utilisant la théorie des représen-
tations du groupe symétrique

Nous supposerons ici que le lecteur est familier avec les constructions des repré-
sentations irréductibles du groupe symétrique. En particulier, nous ne rappellerons
que les définitions qui seront utiles pour comprendre les liens avec notre propos
principal. Nous utiliserons la construction basée sur les modules de Specht et les
tabloides. Le lecteur pourra se rapporter a [FH96, Problem 4.47, p .60] et surtout a
[Sag91, Chapitre 2|, dont nous utiliserons les notations.

Les représentations irréductibles du groupe symétrique &,, sont paramétrées par
les partitions de n. Etant donnée une telle partition A\ = [A1,...,A] on peut en
effet construire un module irréductible appelé module de Specht S*. On obtient de
cette facon et de maniére unique toutes les représentations irréductibles du groupe
symétrique. De maniére usuelle, nous noterons aussi S* par [\, ..., \;]. Nous allons
démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.1.

Si2k+1<nalorsVFE2[n]®n-1,1® - -®[n—k,k|. De plus, le module [n—i,i]
est isomorphe au module Im Etoile’™* N Ker DivF ™"t de notre décomposition. En
particulier, [n — k,k] est isomorphe au module Réguliersﬁ des k-hypergraphes 0-
réquliers.

Exemple 3.4.2.
L’espace des graphes V? se décompose comme suil :

Vi=l®n-1,1®[n-272

n
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La composante [n] correspond a la droite vectorielle engendrée par le graphe complet.

L’espace [n] & [n — 1,1] correspond & l'espace vectoriel engendré par les n étoiles
(Etoile{1}, ..., Etoile{n}). L’action sur cet espace est l’action naturelle du groupe
symétrique par permutation de ces étoiles. Enfin, Uespace [n — 2,2| est lespace des
graphes 0-réguliers.

Démonstration. Nous rappelons grossiérement la construction des modules de Specht,
basée sur les tabloides. Nous avons besoin des objets combinatoires suivants :

Définitions 3.4.3 (Diagramme de Ferrers, Tableau et Tabloide).
Soit X\ une partition d’un entier n, par exemple \ = (4,3,1) ou A := (7,5). On
associe & \ un diagramme de Ferrers :

| ]

St Uon remplit les cases d’un de ces diagrammes avec les entiers de 1 an, on obtient
un tableau de Young ou A-tableau :

t
D
oo

12
1]2[4]7]9]10[11]

8|7
11612

mw»&‘

St les entrées d’un tableau de Young sont croissantes selon les lignes et les colonnes,
le tableau est dit standard. Le premier tableau n’est pas standard, mais le second
lest. Deux A\-tableaux sont dits ligne-équivalents si les lignes de chacun des deux
tableaux contiennent les mémes éléments. Par exemple, les deuz tableaur suivants
sont ligne-équivalents :

8|7
11612

318 -
6152

U(OJ%‘
=]~

Un A-tabloide ou tabloide est une classe d’équivalence pour cette relation. Nous no-
terons comme suit le tabloide correspondant a la classe d’équivalence du tableau
précédent

C)TOJPB|

8 7 .
1 6 2

Le groupe symétrique agit naturellement sur les tabloides en appliquant la per-
mutation & chacun des éléments du tabloide. Par exemple :

4 1
(1,2,3,4). 3 8 7 =4 8 7 .
5 1 6 2 5 2 6 3
On peut aussi voir un tabloide comme une partition de {1,...,n} en [ sous-
ensembles Ay, ..., A; avec |A;| = A;. En particulier si [ = 2 (partition de la forme
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[n — k, k]), cela revient & considérer une partition de {1,...,n} en deux ensembles
de tailles respectives n — k et k. En jetant la premiére de ces parties nous obtenons
une bijection entre les tabloides de forme [n — k, k| et les parties de taille k. On
remarque que le groupe symétrique agit de fagon similaire sur les [n— k, k]-tabloides
et les parties de taille k. Cette bijection est donc un isomorphisme pour ’action du
groupe symeétrique.

Exemple 3.4.4.

(1,2,3,4) -

4
9]

o[~
|
w o
o[~

1
2

(1,2,3,4) - {4,1,7} = {1,2,7}.
La suite de la construction consiste a définir le module de permutation M.

Définition 3.4.5.

Soit M* I’espace vectoriel sur K ayant pour base les tabloides de forme \. On munit
M? de la représentation linéaire correspondant ¢ Uaction de &, sur les tabloides.
L’espace M? est appelé module de permutation associé G ).

On note que, du fait de l'identification entre les tabloides & deux lignes et les
ensembles, le module M[P=#* et exactement le module V¥ que nous étudions !

Nous rappelons la fin de la construction de S*. On a préalablement défini I’ordre
de dominance < sur les partitions et on suppose avoir déja construit les modules
St avec u < A. On peut alors montrer que si ’'on décompose M? en sous-modules
irréductibles, on obtient des modules irréductibles S* avec p <1 A plus un unique
nouveau module irréductible. On définit S* comme étant ce module. La dimension
de cet espace est le nombre de tableaux standard de forme A. On peut donner des
formules de projections explicites de M* sur S*.

Pour démontrer le théoréme 3.4.1, il suffit d’appliquer les outils de cette théorie.
Ici, nous allons utiliser la régle de Young qui raméne le probléme & un dénombrement
de tableaux semi-standard. Il s’agit d’une généralisation des tableaux standard dans
lesquels on autorise la répétition de certains entiers.

Définition 3.4.6 (Tableau semi-standard).

Soit \ une partition de n. On appelle tableau semi-standard de forme A un remplis-
sage t du de forme X par des nombres entiers, tels que les lignes soient croissantes
au sens large et les colonnes croissantes au sens strict. On appelle contenu de t
la composition p de n, telle que p; compte le nombre d’entiers égauxr ¢ i dans t.

Par ezemple, le tableau semi-standard suivant est de forme [4,3,1] et de contenu
2,2,3,0,1] :

"SE
w
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Théoréme 3.4.7 (Régle de Young [Sag91]).
Soit 1 une partition de n. La décomposition en irréductibles du module de permuta-
tion M* est :

M* = B K,
A

ot Ky, est le nombre de Kostka pour (X, pt), ¢’est-a-dire le nombre de tableauz semi-
standard de forme X\ et de contenu .

Partons de V*; cet espace étant isomorphe a M [n=k:K avaluons les K Ay avec

p = [n — k, k] (par exemple, u := [5,3]). Soit A une partition de n. Il faut trouver
combien de tableaux semi-standard on peut former en remplissant le de forme )\ de
n — k zéros et k uns de fagon a ce que les lignes soient croissantes et les colonnes
strictement croissantes.

Si A a plus de trois lignes c’est impossible, car il faudrait au moins trois valeurs
différentes :

Ol—r—\‘
—

0jofo]

Dongc, A est de la forme [n —4,14]. Si la deuxiéme ligne contient des 0, le tableau n’est
pas semi-standard :

Oj1|1]1
0 .

Donc ¢ < k. Enfin, pour respecter les croissances, il n’y a qu’'un seul remplissage
possible :

11
olofofo|1]

Remarquons que nous avons utilisé implicitement le fait que k& < n—Fk, pour interdire
la situation suivante :

1]

Conclusion :
M[n—k,k] v @ S[n—i,i}

i<k

ou, autrement dit,

Viinleh-1,16 - &n—kk.

n

Par récurrence, chacun des [n — i,1] avec ¢ < k correspond & I'image de 1’espace
Réguliers’, par Etoile’ . Le dernier module restant [n — &, k] correspond donc bien
a l'espace Réguliers]fl des k-hypergraphes O-réguliers. O
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Chapitre 4

Bases des k-hypergraphes 0-réguliers

4.1 Introduction

Nous avons vu que la dimension de I'espace Réguliers® est C* — CF. Pour n =
2k, elle vaut k%&-l Cgk. C’est le trés classique nombre ¢, de Catalan, qui compte des
objets combinatoires divers : bons parenthésages ou mots de Dyck & k parenthéses
ouvrantes et fermantes, tableaux standard de forme [k, k], arbres ordonnés a k + 1
sommets, arbres binaires & k£ sommets, arbres binaires complets a 2k 4+ 1 sommets
(voir, par exemple, [SW86]). Dans le cas général, la dimension de 'espace Réguliers®

est liée aux préfixes de mots de Dyck et aux tableaux standard & deux lignes.

4.2 Préliminaires combinatoires : mots de Dyck et
tableaux

Définition 4.2.1 (Parenthésage).
Un parenthésage est un mot u = wuy ...u, composé de parenthéses ouvrantes « ( »
et fermantes « ) ». L’entier n est la longueur du mot.

Définition 4.2.2 (Préfixe de mot de Dyck).
Un mot de Dyck est un parenthésage tel que :

(1) u contient autant de parentheéses ouvrantes que de parenthéses fermantes.

(ii) Tout préfize de u contient au moins autant de parenthéses ouvrantes que de

parentheses fermantes.

Un préfixe de mot de Dyck est un parenthésage pour lequel on impose seulement
la deuziéme condition. Nous notons DyckZ I’ensemble des mots de longueur n ayant
k parentheéses fermantes et qui sont préfizes de mots de Dyck. Ainsi, Dyckgk est
l’ensemble des mots de Dyck de longueur 2k.

Définition 4.2.3 (Représentation par des chemins).

Soit u un parenthésage et i une position dans u. On définit y; comme le nombre
de parenthéses ouvrantes moins le nombre de parenthéses fermantes dans le préfixe
Uy ... u;. On peut maintenant représenter un parenthésage comme un chemin dans
72 partant de lorigine :

(0,0), (L, 21)y oy (4591),y -y (N, Yn)
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Pour chaque i, on fait un pas a droite, en montant si u; est une parentheése ouvrante
et en descendant si u; est une parenthese fermante. Comme on peut le voir dans
les exemples suivants, les mots de Dyckfl correspondent aux chemins de (0,0) a
(n,m — 2k) qui ne passent pas sous l'aze des abscisses.

Exemple 4.2.4.
« (OO0 » est un préfize de mot de Dyck (dans Dyck’, ), mais pas — « (()))(O)((() ».

Voici les chemins correspondants :

| N

Nous utiliserons alternativement les représentations sous forme de mot ou de
chemin, en choisissant la plus visuelle.

Le théoréme suivant a motivé notre recherche de constructions de bases de
Réguliersﬁ a partir de ces objets.

Théoréme 4.2.5 ([SW86]).
Soient n et k deux entiers tels que 2k < n. Les quantités suivantes valent toutes
kR

— nombre d’éléments de Dyck”,

— nombre de tableauzx standard de forme [n — k, k],

— dimension de Uespace Réguliers”.

Nous montrons d’abord que |Dyck” | = C¥ — CF71. La démonstration est basée
sur le [And97]. Puis nous donnons la bijection usuelle entre mots de Dyck et tableaux
standard.

Démonstration. Le nombre de mots a k parenthéses fermantes parmi n est évidem-
ment CfL. Parmi ceux-1a, il faut montrer qu’il y en a Cﬁ’l qui ne sont pas des préfixes
de mots de Dyck. Pour cela, on met en bijection ces mauvais mots avec les mots a
k—1 parenthéses fermantes. L’idée, simple mais astucieuse, se visualise mieux sur les
chemins. Un mauvais chemin passe en dessous de ’axe des abscisses et croise donc
forcément I’horizontale —1. On prend alors le début du chemin jusqu’au premier
croisement et on en fait une symeétrie par rapport a I’horizontale —1. On obtient un
chemin partant de (0, —2) et arrivant & (n,n — 2k), que 'on peut remonter en un
chemin de (0,0) a (n,n — 2(k — 1)) par symétrie relative & I’horizontale —1.
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(n,n — 2k) (n,n—2(k —1))

Réciproquement, soit m un mot avec k — 1 parenthéses fermantes. On prend le
chemin correspondant de (0,0) & (n,n — 2(k — 1)), et on le décale vers le bas de
deux crans. Le chemin obtenu va de (0,—2) a (n,n — 2k) et donc croise au moins
une fois I’horizontale —1. En symétrisant le début du mot jusqu’au croisement avec
cette horizontale, on obtient un mauvais chemin.

Il est clair que ces deux opérations sont inverses 'une de 'autre. O

Démonstration de la bijection entre préfizes de mot de Dyck et tableaux standard. 11
y a une bijection trés simple entre les mots avec k parenthéses fermantes parmi n
et les tableaux de Young de forme [n — k, k] dont les lignes sont croissantes. On
met dans les cases du haut du tableau et dans I'ordre croissant les positions des pa-
renthéses fermantes et de méme dans les cases du bas les positions des parenthéses
ouvrantes. Par exemple :

| 1[2]4]7]9]10[11]

(1 (2 )3 (4 )5 )6 (7 )8 Q)(10 (11 )12

3
AN /<—> 1]2]6] 7 10[11[12]
N
(1 (2 )d )4 )5 (6 (7 )8 )9 (1() (11 (12

Maintenant le tableau est standard si, et seulement si, ses colonnes sont elles aussi

croissantes, c’est-a-dire si la i-iéme parenthése fermante est toujours positionnée
aprés la i-iéme parenthése ouvrante ; autrement dit, si le mot est bien parenthésé. [

4.3 Base des tableaux standard projetés orthogona-
lement

La maniére la plus simple de construire des éléments de Réguliersfl est de projeter
orthogonalement des vecteurs de V¥ sur ce sous-espace. Or, les parties de taille k
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ngendren . Donc si 'on considére leurs projections sur Réguliers,, on ien
engendrent V*. Donc si 'on considére leurs projections sur Réguliers®, on obtient

un ensemble générateur. Il est donc tentant d’essayer d’en extraire une base.
On peut associer a tout tableau de forme [n — k, k| une partie a k éléments, et
ce, en prenant la partie formée des k nombres de la ligne du haut.

Probléme 4.3.1.
Les projections orthogonales de ces parties forment-elles une base de Réguliersﬁ ?

Pour £ = 0 ou £ = 1 la conjecture se vérifie simplement. Nous allons montrer
qu’elle est vraie pour Réguliersi, c’est-a-dire pour les graphes O-réguliers. Les seuls
mauvais mots a 2 parenthéses fermantes sont alors les n suivants :

N

Ils correspondent aux arétes {1,2},{1,3},...,{1,n} et {2,3}.

Proposition 4.3.2.
Les projections orthogonales des arétes {i,j} avec 2 < i < j <mn et {i,j} # {2,3}
forment une base de Réguliers?.

Démonstration. Comme les 7({4,5}) engendrent Réguliers?, il suffit de montrer que
les projections correspondant aux mauvais mots s’expriment en fonction des autres.
Pour les arétes {1,i}, c’est trés simple :

{1,i} = {1,i} — Etoile({i}) + Etoile({i}) = — > {i,j} + Etoile({i})
J,2<5<n, j#i
et donc
W({n,%}) = = Z ﬂ—({fla]})
J,2<5<n, j#i

On remarque que l'expression ci-dessus peut encore contenir l'aréte {2,3}, qu'’il

faut donc éliminer. Pour cela, nous utilisons le vecteur suivant de I'orthogonal de
, . k.

Réguliers;, :

) " Etoile({i}) — Etoile({1}) =2 Y {i,j}.

i>1 2<i<j<n
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w({2,3) = m({2.3) - (Z Etoile({i}) — Etoile({l}))
-~ Y gy O

2<i<j<n, {4,j}#{2,3}

4.4 Base de régularisation

Pour I'espace Reguhers on peut définir une autre base. Elle est trés fortement
liée & I'isomorphisme entre les graphes sur n— 1 sommets et les graphes réguliers sur
n sommets que nous verrons plus en détail au § 5.4.2. Lorsque nous avons eu besoin
d’une base des graphes O-réguliers pour faire des calculs sur les polynémes invariants,
nous avons souvent utilisé celle-ci, car elle est la plus simple & manipuler. De fait,
c’est celle qui s’est avérée la plus efficace pour les calculs de bases de Grébner, par
exemple pour chercher des systémes de paramétres (voir § 11.3.1).

On définit pour toute paire {7, 5} telleque 1 <i < j <n—1,{i,5} # {n—1,n—2}
le vecteur v; ; de Réguliers?

vi; ={i, 5} —{n,i} —{n, 5} —{n—1,n—-2} +{n,n—1} + {n,n — 2}.

Le principe est le suivant : on se sert de 'aréte {n — 1,n — 2} pour avoir un graphe
sur {1,...,n — 1} avec une somme des arétes nulle, puis on se sert du sommet n
pour régulariser :

% . % Mf% Hm.&%@

Proposition 4.4.1.
Les v; j forment une base de Réguliersi, que l'on appelle base de régularisation .

Démonstration. Ils sont forcément linéairement indépendants puisque v; ; est le seul
d’entre eux a contenir I'aréte {i,j} et il y en a le bon nombre. ]

4.5 Une nouvelle base

Avec Christian Delhommé, nous avons construit une nouvelle base de Réguliers”,
Il s’est avéré a posteriori que notre construction ressemble beaucoup a la construc-
tion classique donnée par la théorie des représentations de S,,. Notre base a la méme
forme générale, mais n’est pas exactement identique a celle classique.

Tout d’abord, elle sera probablement plus visuelle pour le lecteur familier avec
la théorie des graphes. Ensuite notre démonstration, méme si elle utilise le méme
type d’idées que la démonstration classique, a quelques originalités. D’une part,
pour montrer que la matrice des vecteurs de la base est libre, nous travaillons sur
ses lignes et non ses colonnes. D’autre part, nous avons été amenés a définir un
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ordre partiel sur les mots de Dyck qu’il pourrait étre intéressant d’approfondir. La
note 4.5.4 présente quelques commentaires supplémentaires sur la comparaison de
ces bases.

Nous allons commencer par donner un autre moyen de construire un k-hypergraphe
O-régulier en partant cette fois d’un couplage. Soit F := {1,...,n}, soit k avec
0<2k<n,et AC E avec |A| = k. Soit A’ = E'\ A. Les parties D a k éléments de
E sont en bijection avec les couples (B, B’) tels que B C A, B’ C A’ et |B| = |B/|.
En effet, les deux applications ¢ et 1 définies par :

#(D) = (A\(D N A),DNA) et (B B)=(A\B)UB,

sont inverses I'une de l'autre. Pour chaque couple (B, B’), tels que B C A, B' C A’
et |B| = |B/|, soit ep g 1'élément de V¥ défini par

epp = (—1)Bl(A\ B) U B

enfin soit B l’ensemble des ep pr. Les vecteurs ep p sont, a coefficient —1 prés, les
vecteurs de la base canonique de V. Ils forment donc une base de V¥

Soit f une injection de A dans A’, ¢’est-a-dire un couplage entre les éléments
de A et certains éléments de A’. On pose v(f) := >z e Alnsi, v(f) =

Ypca(=DPI(A\NB) U f(B).

Exemples 4.5.1.
Voici quelques couplages et les vecteurs correspondants. Les parties en plein sont
valuées 1, celles en pointillés —1 et les autres 0.

11 2! 3, 4, 11 21

Lemme 4.5.2.
Le vecteur v(f) est 0-régulier.

Démonstration. 1l faut montrer que pour toute partie C' & k — 1 éléments, la somme
des coefficients des parties contenant C' dans 'expression de v(f) est nulle.

Remarque préliminaire : Soit D := (A\ B) U B’ une partie apparaissant dans
I'expression de v(f). Pour tout a dans A, D contient soit a soit f(a), mais pas les
deux.
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Soit donc C' une partie & £ — 1 éléments. On suppose qu’elle contient £ — 1 — i
éléments dans A, et ¢ éléments dans A’. Si C contient a la fois a et f(a) pour un
certain a de A, alors aucune partie contenant C' n’apparaitra dans v(f). Sinon, il y
a au plus un sommet a tel que C' ne contienne ni a, ni f(a). Les parties contenant
C' apparaissant dans v(f) sont donc C' U {a} et C' U {f(a)}. La premiére est valuée
(—1)! et la deuxiéme (—1)**! ce qui donne bien une somme des coefficients nulle.

]

On peut associer a chaque mot m € Dyck’fL une injection de A dans A’, et ce
de maniére univoque. Pour cela, on fixe une énumération des éléments de A et une
énumeération des éléments A’. Par commodité, nous supposerons que A := {1,... k},
et nous appellerons {1’ ..., (n—k)'} les éléments de A’. Soit m € Dyck! . La propriété
cruciale de m est que I’on peut associer une parenthése ouvrante a chaque parenthése
fermante : il suffit de prendre la parenthése qu’elle ferme !

Goh G b kGGG G

Pour construire le couplage f,, entre A:={1,... k} et A" :={1",...,(n—k)'}, on
numérote les parenthéses ouvrantes par {1’,..., (n—k)'} de la gauche vers la droite,
puis de méme les parenthéses fermantes par {1,...,k}. Enfin, on pose f,,(i) :== j'
lorsque la parenthése i ferme la parenthése j’. Voila ce que cela donne pour le mot
précédent :

C C o C oo )y )
r 2 1 3 2 3 4 4 5 6 7T 5
| S Y S ] ]

[1’ 23456 7’]
N

v\
(12345)

En rassemblant les deux constructions précédentes, nous obtenons a partir de
chaque mot m de Dyckf’; un couplage f,,, puis un vecteur v,,, = v(f,,) de Réguliers];’; :
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1234 12
GGG Gy 1 2 1,2

Nous avons alors le théoréme :

Théoréme 4.5.3 (Delhommé, Thiéry).
L’ensemble des v,, avec m dans Dyck® est une base de Réguliers”.

On note que les vecteurs de cette base (et de la base classique) sont a coefficients
entiers {—1,1}. Cette famille est donc définie pour n’importe quel corps. Cepen-
dant, en caractéristique non nulle, elle peut n’étre qu’une famille libre de I'espace
Réguliers”.

Note 4.5.4 (pour les spécialistes de combinatoire): La construction du vec-
teur v,, est trés proche de celle d’'un polytabloide (voir [Sag91]|). La différence par
rapport a la base classique réside dans le choix de ces polytabloides. Dans la construc-
tion classique, on prend directement le polytabloide associé au tableau standard. Ici,
nous partons du tableau standard et, via le mot de Dyck associé, on obtient un cou-
plage. On peut considérer ce couplage comme un tableau en groupant les parenthéses
associées par colonnes. Le vecteur que nous construisons est alors exactement le po-
lytabloide associé a ce tableau. (Il y aurait en fait le choix entre plusieurs tableaux,
mais le polytabloide final est de toute fagon le méme). Cette construction ne fonc-
tionne que pour les représentations [n — k, k|. Pour kK = 0 et k = 1, les deux bases
coincident.

Une propriété de cette base qui pourrait s’avérer utile est qu’il y a une partie A
telle que chaque vecteur de cette base contient A avec un coefficient 1.

Démonstration du théoréeme. Fixons n et k. Comme le nombre de vecteurs est égal
a la dimension, il suffit de vérifier qu’ils sont linéairement indépendants. Pour cela,
prenons la matrice M des v, dans la base B des vecteurs ep p. La matrice M a
CF — CF=1 colonnes, CF lignes et est composée de 0 et de 1. Nous allons montrer
qu’a condition d’ordonner les mots m convenablement on peut, en extrayant cer-
taines de ses lignes, obtenir une matrice triangulaire supérieure a coefficients 1 sur
la diagonale.

Définition 4.5.5 (Ordre sur les mots).
On ordonne les mots de Dyckf; lexicographiquement, en considérant que « ( » est
plus petit que « ) ». Par evemple, le plus petit élément de Dyckg est « (((()))) » et

le plus grand « ()()()() ».

Fixons un couple (B, B’). Le terme ep p apparait dans tous les v,, tels que
fm(B) = (B'). Intuitivement le couplage induit par m est « plus fin » que B — B’
Le principe de la démonstration va étre d’exhiber pour chaque mot m un couple
(Bm, Bl,) tel que m est le plus grand des mots m/' vérifiant f,/(By,) = Bun.
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Exemple 4.5.6.

Pour le mot « (((())) », c’est simple. En effet, il s’agit du seul parenthésage pour
lequel la premiere parenthése fermante ferme la derniére parenthése ouvrante. Le
couple ({1}, {(n — k)'}) impose exactement cette condition et donc convient.

Aprés quelques essais avec MuPAD, nous avons constaté que la bonne idée est,
comme dans l'exemple précédent, de se servir des pics. On note B,, ’ensemble
des numéros des parenthéses fermantes immédiatement & droite d'un pic et B!,
I’ensemble des numéros des parenthéses ouvrantes correspondantes. On obtient par
exemple ({2/,3,4,7'}, {1,2,4,5}) pour le mot

Gl G G666

Lemme 4.5.7.
Pour tous mots m et m’, si fu/(By) = By, alors m’ < m.

Démonstration. Soit m un mot, et m’ # m tel que f,,/(B,,) = B.,. Soit ¢ la premiére
position telle que m/ # m;. Supposons que m} > m;, i.e. m; =')" et m; = (’. Soit
j le numéro de la parenthése fermante m/. Comme m et m’ coincident auparavant
et étant donnée notre numérotation, cette parenthése est située dans m un peu plus
loin & droite, avec seulement des parenthéses ouvrantes entre-temps. En particulier,
elle est au niveau d’un pic et fait donc partie de B,,. Nous allons montrer que f,,(j)
n’est pas dans B) , ce qui sera contradictoire.

Il y a deux cas voisins illustrés ci-dessous. Dans les deux cas, f,/(j) n’est pas
refermée immeédiatement dans m. Ne faisant pas partie d’un pic, elle ne peut pas
appartenir a B) .

Premier cas Deuxiéme cas
pasdansB, ! pasdans B,
! A A
m: ; ;
dans B dans B,
£,0) f0) 1
dansf (B,  dansB dansf (B) dansB
/ : . .
m v } v v v
\ N
t Q) | ) j

Conclusion : m < m; et donc m’ est strictement plus petit lexicographiquement que
m. O]

a7



Cela clot la démonstration du théoréme. Si on extrait de M les lignes corres-
pondant aux couples (B,,, B},), on obtient une matrice 7" triangulaire supérieure a
coefficient 0 ou 1 avec des 1 sur la diagonale. Donc M est de rang |Dyckfl| et les
vecteurs v,, sont linéairement indépendants. O

Remarque 4.5.8: La matrice T obtenue s’inverse trivialement et on peut déduire
de cette démonstration un algorithme (voire une formule) pour écrire tout hyper-
graphe O-régulier sur cette base.

Remarque 4.5.9: Il y a visiblement un ordre partiel sous-jacent sur les préfixes de
mots de Dyck. On pose m = m’ si f,(B,,) = BJ,. On obtient un graphe orienté
acyclique puisque le lemme 4.5.7 indique précisément que 1’ordre lexicographique en
est une extension linéaire. Il ne reste donc plus qu’a en prendre la cloture transitive.

Il se trouve que I'existence d’une extension linéaire nous suffisait et nous n’avons
donc pas exploré plus loin les propriétés de cet ordre partiel.

Sa matrice d’adjacence ressemble a T avec probablement des 1 de transitivité
supplémentaires strictement au-dessus de la diagonale. La formule envisagée dans la
remarque précédente est proche d’une inversion de Md&bius.

4.6 Bases orthogonales/orthonormeées

Les bases précédentes ne sont pas orthonormées. Nous verrons plus loin qu’en
plus du point de vue purement esthétique, il serait utile d’avoir des bases de VF
orthogonales (ou mieux orthonormées) et qui respectent la décomposition. Nous
allons donner, pour certains cas particuliers, des constructions ad hoc de telles bases.

4.6.1 Bases orthonormées de I'image de Etoile’ ",

Nous allons d’abord regarder le cas particulier de I'espace Im Etoile' 2. L’en-
semble des étoiles E; := ImEtoile'?({i}) = >_;e€i; forme une base de ce sous-
espace de V2. Elle n’est pas orthonormée, mais on peut la modifier pour qu’elle le
soit.

Proposition 4.6.1.
On peut choisir « et 3 réels tels que la famille suivante soit une base orthonormée :

(E; = aE; + 8C),

La base duale forme alors une base orthonormée des formes linéaires.
On a 4 choix pour « et (3, dont :

Oé:l/\/(n_Z)a

o V3

Vn—1vn=2(vn =2+ V2yn—1)
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Démonstration. Pour trouver « et 3, il suffit de résoudre le systéme d’équations
suivant :

E.E =1 E,.E, =0
or on a
E.E, =n—1, E.E =1,
E.C=n—1, C.C_@.

On obtient finalement comme systéme d’équations

(n—l)*a2+2aﬁ(n—1)+62*n(nT_l):1,

(n—1)

a2+2aﬁ(n—1)+ﬁ2*n 5 =0.

Ce systéeme se triangularise immédiatement en deux équations de degré 2 & une
inconnue

(n—2)%xa*=1,
-1
042—1—2045(71—1)—1—52*% = 0.
que 'on résout aisément. O
k—k+1 i—k

Il devrait étre possible de généraliser cela a Im Etoile , voire Im Etoile

sous la forme

Ei= ) oganB

BePk
avec d(A, B) la distance entre A et B définie au § 3.2.2.

Conjecture 4.6.2.
On peut choisir convenablement les a; de sorte que {Etoile* "1 (0(A)), A € P*} soit
une base orthonormée de Tm Etoile" ™",

Pour prouver cette conjecture, il doit suffire d’écrire le systéme d’équations, pro-
bablement triangulaire, comme dans le cas précédent.

4.6.2 Bases orthonormées des O-réguliers

Commencons par le plus simple. Réguliersg est de dimension 1 et a donc une
base orthonormeée triviale.

Nous allons maintenant donner des bases orthonormées de Réguliers .

Premiére construction : posons pour ¢ € {2,...,n} :

g; = (a,b,....b,c,b,...b)
_V/ntl

n—1"

avec a =1, b:= c:=
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Théoréme 4.6.3.
La famille {g;}icqo,..ny est une base orthogonale de Réguliers!, tandis que la famille

{ﬁgi}ie{gwn} en est une base orthonormeée.

La démonstration est un simple calcul direct. L’inconvénient de cette base est
qu’elle nécessite que +/n soit défini dans le corps. R conviendra, mais la plupart du

temps Q ne conviendra pas.

Dans le cas oit n = 2!, on a une base élégante a coefficients 1. On la construit
comme suit a partir de I'arbre binaire complet & n feuilles. On étiquette les feuilles
par e;. Ensuite on étiquette les noeuds internes par la somme des étiquettes des
feuilles en dessous a gauche moins la somme des étiquettes des feuilles en dessous a
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droite. On pose B l’ensemble des étiquettes des noeuds internes.

| el+e2+e3+e4-e5-e6-e7-e8 |

| el+e2-e3-e4 | | e5+e6-e7-€8 |

[el-e2 | [ e3-e4 | [ e5-e6 | [e7-e8 |

[e1]| [e2| |e3| [e4| [e5]| [e6]| [e7| [e8]
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Théoréme 4.6.4.
B est une base orthogonale de Réguliers! a coefficients entiers. Elle peut se norma-
liser sans probleme sur R par exemple.

Démonstration. Soit n un noeud interne de l'arbre de niveau [. Il y a autant de
feuilles en dessous a gauche qu’en dessous a droite. Le vecteur de la base correspon-
dant est donc bien O-régulier.

Soit n; et ny deux noeuds internes de 'arbre. S’ils n’ont aucune feuille en com-
mun, il est clair qu’ils sont orthogonaux. Sinon, on peut supposer par exemple que
ny est un descendant & gauche de ny. Soient {g;}; les étiquettes des feuilles & gauche
de ny et {d;}; les étiquettes des feuilles a droite de n;.

(ni|ng) = Z Zd\Zg]+Zd+

=D _(9lg5) = (dyld;) = !{gj}l—!{dj}IZO

Nous ne savons pas si cela se généralise. Pour 2" + 1, par exemple, c’est possible
en choisissant un coefficient convenable a la feuille surnumeéraire. Mais le schéma
tentant
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| el+e2+e3+ed+e5+e6+e7+e8-e9-e10-2*ell-4*el2 |

| e1+e2+e3+e4 -e5-e6-e7- e8 | | e9+e10+2%el1-4%el2 |

e1+e2 e3-e4 | | e5+e6- e7 es | [ e9+e10-2*ell | [4%el2 |

[e1] [e2]| [e3]| |e4| |e5| [e6]| [e7| [eB| [e9] [el0]
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ne fonctionne pas. Les vecteurs e9+el0—2xell et e9+el0+2%xell +4xel2 sont
bien réguliers, mais non orthogonaux. _
Pour n = 3 et si 'on se place sur C avec j = 612777, il y a une autre base
orthogonale :
{e1 +j.62 +j2.e3, e +j2.eg + j.eg}.
Enfin, nous allons donner pour n = 4,5 des constructions ad hoc de bases or-
thonormées de Réguliers?. Pour n < 4, 'espace Réguliers? est réduit a {0}, et nous

n’avons pas réussi a généraliser ces constructions pour n > 5. Pour n = 4, on peut
adapter deux des idées des bases de Réguliers%.

('l) [’ensemble
81,82,835 ‘= @\@ ) @D 4.1

est une base de ’espace des graphes réguliers. Si on se place sur C, on peut
construire la base orthonormée suivante de l'espace Réguliers; des graphes
O-réguliers :

{g1+jg+j°8s8 +jg+i8}=

(ii) sans restriction sur le corps on peut prendre la base orthogonale

{81 — 22,81 +82—2%g3}

qui se normalise sans probléme sur R :

{%@1 —g), %(gl T 2eg)

Pour n = 5, on peut aussi construire une base orthogonale ad hoc, en utilisant
I'existence de 12 cycles de longueur 5 qui se regroupent par paires. La dimension de
Réguliersg est 5. On remarque alors que si 'on prend les 5 vecteurs {g1, 82, 83, 84,85}
qui correspondent aux 5 premiéres paires de cycles,
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leur produit scalaire deux a deux est constant et vaut —2. La derniére paire de cycles
nous donne un vecteur supplémentaire qui joue un roéle symétrique par rapport a
tous les autres.

(2)
3)
8o = (D)
@)
&)
Ce vecteur nous permet de modifier légérement les vecteurs {gi, g2, 83, 84,85} de
facon & obtenir une base orthonormée.

Proposition 4.6.5.
1l existe a et (B réels tels que la famille suivante soit une base orthonormée :

(g = agi + 080)ic{1,2,3.4,5)
On a en fait 4 choiz :

1 1
a=+—— 0=« :
2V/3 146
Démonstration. Pour trouver a et [, il suffit de résoudre le systéme d’équations
suivant :

g8 =1, g.g; = 0;
oron a:
gi-.gi = 10, g8 = —2, gi-80 = 2, 8o-8o0 = 10.
On obtient finalement comme systéme d’équations :
10 % o + 4af + 106% =1, —2x 0o’ +4af +106% =0,

qui se triangularise immédiatement en deux équations a une inconnue de degré deux
et d’ou 'on tire les solutions indiquées dans 1’énoncé. O
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Chapitre 5

Applications aux graphes

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons plus particuliérement a lespace V2
que nous interprétons comme l'ensemble des graphes non orientés valués sur K.
Ces graphes se décomposent en partie réguliére et partie étoilée. Nous donnons les
formules de projections permettant de calculer ces deux parties. Deux graphes ont
méme liste de degrés si, et seulement si, ils ont la méme partie étoilée. Nous étudions
plus précisément la décomposition des graphes valués dans Z, et nous montrons
qu’un graphe simple est essentiellement déterminé a I'isomorphie prés par sa partie
réguliére et la liste de ses degrés. Enfin, nous caractérisons les extensions de V2 ,
dans V2 qui préservent les symeétries.

5.2 Espace vectoriel des graphes

On peut identifier un vecteur v de l'espace V,? avec le graphe valué tel que la
valuation de I'aréte {i,j} est le coefficient de la partie {i,j} dans v. On note xy; j
la forme linéaire telle que x(; j1(g) est la valuation de I'aréte {i,j} de g. On appelle
degré de g au sommet i la somme d;(g) := > _.; 7 ;3(g) des valuations des arétes
de g adjacentes au sommet ¢. Un graphe g est dit simple si les valuations sont soit 0
(absence d’aréte), soit 1 (une aréte). Il est appelé multigraphe si ses valuations sont
dans N. Sauf indication du contraire, les graphes considérés ici sont tous valués.

On note que le vecteur E; := Etoile’ "?{i} est I'étoile centrée sur i, et que le
vecteur C := Etoile" () est le graphe complet. On appelle espace des étoiles le
sous-espace engendré par les étoiles, ¢’est-a-dire Im Etoile' 2. Un graphe de ce sous-
espace est dit étoilé. Réciproquement un graphe est dit 0-régulier s’il est dans le
noyau Réguliers? de l'opérateur Div?~!. Cela revient a dire que les degrés de ses
sommets sont tous nuls. L’espace des étoiles et I’espace des graphes 0-réguliers sont
en somme directe orthogonale.

Proposition 5.2.1.

Soit g un graphe 0-régulier non nul. Alors la collection {o.g,0 € &,} des graphes
de son orbite engendre tout [’espace des graphes 0-réguliers.

Un graphe g non étoilé et non 0-régulier engendre, avec les éléments de son orbite,
tout lespace V2.
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Démonstration. Le sous-espace engendré par 'orbite de g est un sous-module de
Réguliers?. Comme ce dernier est irréductible, il y a forcément égalité entre ces
deux espaces. On procéde de méme dans le deuxiéme cas. O

On note respectivement Tegoiles €t To-reguiiers €S projections orthogonales de Vn2 sur
I’espace des étoiles et 'espace des 0-réguliers. Etant donné un graphe g, on appelle
respectivement partie étoilée et partie réguliere de g ses projetés ey := Tatoiles (g) €t
Ereg ‘= To-reguliers (g)

5.3 Formules de projection

Les formules suivantes permettent des calculs informatiques et seront cruciales au
§ 5.5. On en déduit que la partie étoilée d’un graphe g est entierement déterminée par
la liste des degrés d; de ses sommets. La réciproque est claire, puisque d;(g) = d;(et)-

Proposition 5.3.1 (Formules de projections).
Soit g un graphe, et soit d; := d;(g) le degré de g au sommet i. On a :

e &) = T T D 2)

i} (8reg) = i} (8) — (n—1)(n-2)

On note que ) dj vaut deux fois la somme des valuations de toutes les arétes
du graphe g.

Démonstration. Soient he et hy, tels que :

d; + d; 2 di
N he — % J _
i} (Ret) = —— (n—1)(n—-2)

[E{i7j}(hreg) = x{ld}(g) - n—2 (n - 1)(” - 2) ‘

Clairement g = hg + hy, et hy est étoilé puisque

" d S dy
he :ZmEi—(

— n—1)(n—2)

Il suffit donc de vérifier que hy,e, est O-régulier. Or, pour chaque sommet ¢ :

hieg) E :x{m} reg)

Jy J#1
J de
= T (8) — n—1)
J%l {} Jj#zn_z (n—1)(n—-2)
=i n—2 Z( —g =Y




5.4 Extensions de graphes

Nous avons vu comment on peut utiliser 'opérateur FEtoile pour plonger des
hypergraphes dans des hypergraphes dont les arétes sont de plus en plus grandes, et
nous avons remarqué que ces plongements respectaient les symétries.

Ici, nous cherchons comment on peut étendre un graphe g sur n—1 sommets en un
graphe sur n sommets. Cela définit un plongement ¢ de V2 | dans V2. Nous voulons
de plus que ce plongement préserve les symétries, c¢’est-a-dire que si 'on permute
les sommets de g, les n — 1 premiers sommets de son extension sont permutés de la
méme facon. Ainsi, deux graphes isomorphes ont des extensions isomorphes.

Formellement, &,,_; agit sur V? par restriction de l'action de &,, (on ne permute
que les n — 1 premiers sommets). Nous cherchons donc les &,,_j-morphismes ¢ de
V2 | dans V2 qui préservent les arétes entre les n — 1 premiers sommets. Nous
appelons extensions ces morphismes. Nous en donnons deux naturelles. Puis, en
nous servant d’un tout petit peu de théorie, nous les cherchons systématiquement.
Nous constatons alors qu’elles s’expriment toutes en fonction des deux premiéres, et
d’une troisiéme sans grand intérét.

5.4.1 Extension simple

[’extension la plus simple consiste a rajouter un sommet isolé au graphe!

3 @
&
@ ® @

Formellement, elle correspond au plongement canonique de V2 | dans V2. Cette ex-
tension permet de considérer indifféremment un graphe & n sommets comme graphe
sur m > n sommets. On peut 'utiliser pour définir la notion d’isomorphie indépen-
damment de n.

Bien entendu, cette extension se généralise au cas des hypergraphes.

5.4.2 Extension réguliére

[’idée pour construire la deuxiéme extension est la méme que celle que nous
avons utilisée pour construire la base de régularisation au § 4.4. On se sert du
sommet supplémentaire pour rendre le graphe régulier comme dans les exemples
suivants.
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@
Pour cela, on recherche les valuations «; a mettre sur les arétes {i,n}, de maniére
a ce que le graphe obtenu soit régulier. On obtient alors les équations

ot d est le degré du graphe obtenu, et d; le degré du sommet ¢ dans le graphe de
départ. Ces équations ont alors comme solution

d= 2. di

n—2

O[z:d—dl

On remarque que 'image d’un graphe pour lequel la somme des valuations est
nulle est un graphe O-régulier. Enfin, on note qu’il n’est pas possible de définir
d’extension réguliére pour les hypergraphes. Voici un exemple de probléme rencontré.

Exemple 5.4.1.
Soit h Uhypergraphe de V3 a une aréte {1,2,3}.

1

3

4 m

Essayons de létendre en h' en rajoutant un sommet 5. Par symétrie, les arétes
{1,2,5}, {1,3,5} et {2,3,5} ont méme coefficient a. De méme, les arétes {1,4,5},
{2,4,5} et {3,4,5} ont méme coefficient b.

|
4 ‘\I - ’
Calculons les degrés de chaque paire dans h'.

(1,2} :1+a (3,4} :b
{1,5} :2a+b {4,5} :3b

Il faut que ces degrés soient tous égaux. On en déduit successivement : b = 0, le
degré est 0 et a = 0. Mais alors le degré de {1,2} vaut 1, ce qui est impossible.
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5.4.3 Recherche systématique des extensions

Nous allons décomposer, dans le cas général, 'espace V¥ en sous-modules irré-
ductibles pour 'action du groupe symétrique &,,_; sur les n — 1 premiers sommets.
L’espace V¥ se décompose déja en deux sous-modules, car on peut séparer les parties
selon qu’elles contiennent n ou pas (triangle de Pascal). Soit U le sous-espace engen-
dré par les arétes ne contenant pas n. Il est isomorphe & V* |. Soit W le sous-espace
engendré par les arétes contenant n. Il est isomorphe a V*~!. On connait la décom-
position de U et W en &,,_;-modules irréductibles, et on en déduit la décomposition
voulue de V.

Théoréme 5.4.2.
La décomposition de V,, en sous-modules irréductibles pour l'action de S,,_1 est don-
née par :

Vi=Ua W
~s . (m=1eth-210".. . &"nh—-1-Fkk])
et(n—1etn-21e". ..o n—-Fkk-1]).

Nous vérifions que ce résultat est en accord avec la régle de branchement. Pour
un énoncé précis et la démonstration de cette régle, nous renvoyons a [Sag91, 2.8
The Branching Rule, p.76].

Théoréme 5.4.3 (Branching Rule).

Soit S* une représentation irréductible de &, paramétrée par le diagramme \. La
restriction de S* ¢ &,_; est isomorphe & la somme directe des S ot les A\~ sont
les diagrammes de n — 1 obtenus en enlevant un coin interne de \.

Par exemple, si ’on considére le diagramme

A=1[52 =

alors les A\~ sont

[5,1] = ‘ ’ ‘ ‘ et [4,2] =

H)

S2 restreint & S¢ sera donc isomorphe a S @t S+ D’aprés le théoréme 3.1.1,
la décomposition de I'espace V¥ en &,-modules irréductibles est :

Vics et n—11e .. e [n—kk.
En appliquant la régle 5.4.3, chaque [n —1,1] se décompose sous 'action de &,,_; en
[n—i—1,i] @&+ [n—1i,i—1] tandis que [n] se transforme en [n— 1]. La décomposition
finale est alors bien en accord avec le théoréme 5.4.2.

En revenant au cas des graphes, cette décomposition permet de caractériser
complétement les extensions.
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Proposition 5.4.4.
Soit ¢ une extension. Elle se décompose en ¢ = ¢y + ow, ot ¢y est l'extension
simple, et ¢y est de la forme :

w = azdi‘{im} +5 (Zfﬁ) (Z{imf}) :

i
ot d} est la fonction degré du sommet i.

L’extension simple correspond au cas o = § = 0. L’extension réguliére corres-
pond au cas o = —1, 8 = % Enfin, si « = 0 et 3 = —m, on obtient une
troisiéme extension qui transforme un graphe g sur n — 1 sommets en graphe sur
n sommets dont la somme des valuations est nulle, en rajoutant toutes les arétes
{i,n} avec la méme valuation. Toutes les autres extensions sont des combinaisons

linéaires de ces trois 1a.

Démonstration. Pour que ¢ soit une extension, il faut qu’elle ne modifie pas les
arétes sur {1,...,n— 1}, autrement dit que ¢y soit I'extension simple. D’autre part,
¢w doit étre un morphisme de [n—1] @ [n—2,1] @ [n—3,2] vers [n — 1] ® [n — 2, 1].
D’aprés le lemme de Schur, les composantes sont envoyées homothétiquement les
unes sur les autres. Par exemple, ¢y sera nulle sur les graphes O-réguliers (pas de
composante [n — 3,2] dans W). On en déduit la forme voulue. O

5.5 Décomposition des graphes

5.5.1 Décomposition des graphes simples

La motivation de I'’étude qui va suivre est la suivante : suffit-il de connaitre
les parties réguliére et étoilée d’un graphe pour connaitre le graphe lui-méme a
Iisomorphie prés? Pour un graphe valué quelconque, la réponse est a priori non.
En effet, étant donné un graphe g := g + get, €t une permutation o, le graphe
8reg + 0.8et @ les mémes parties réguliére et étoilée a isomorphie prés et pourtant
n’est pas forcément isomorphe & g. Par contre, pour un graphe simple, les valuations
0 ou 1 imposent des contraintes trés fortes sur le recollement des deux parties.

Théoréme 5.5.1.
Soient g et g deux graphes simples ayant méme partie réguliére et méme nombre
d’arétes. Alors,

(i) soitg=g';

(i1) soit :
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(iii) soit g et g' sont deux sur-graphes d’un graphe h, union disjointe d’un graphe
sur deur sommets {i,i'} et d’un graphe sur n — 2 sommets X :=={1,...,n} —
{i,7'} ; le graphe g étant obtenu en reliant le sommet 1 a tous les sommets de
X et le graphe g étant obtenu en reliant le sommet i’ a tous les sommets de

\
@ @% ,
h:= g =
@@0

(iv) soit g et g sont deuxr sur-graphes d’un graphe biparti b = b(A, A’) avec

= ; le graphe g étant obtenu en ajoutant le graphe complet sur A et le

Al =|A; 1 h ‘tant obt joutant | h let Acetl

graphe g étant obtenu en ajoutant le graphe complet sur A’ :
AN A T

@A’ A@©A’ A@BA’
@ @

S ENC I

@@O @@@D @9

N N S

Supposons de plus que g el g’ ont méme liste de degrés a permutation pres. Alors
le cas (ii) est impossible et, dans le cas (iv), les degrés des sommets de A et de A’
dans le graphe b sont identiques a permutation pres.

On remarque que, dans le cas (iii), g est isomorphe & g’. En fait, deux graphes
g et g’ ayant méme partie réguliére et méme liste de degrés ne peuvent étre non-
isomorphes que dans le cas (iv). Il est possible (mais non trivial!) de construire de
tels graphes. Le plus petit contre-exemple que nous connaissons a une vingtaine de
sommets.

Corollaire 5.5.2.
St n est impair, deux graphes ayant des parties régulieres isomorphes et méme
nombre d’arétes sont isomorphes.

On note que, pour le probléme de reconstruction comme pour de nombreux
autres problémes d’isomorphie, le nombre d’arétes et la liste des degrés sont des
informations faciles & obtenir. Auzr quelques rares exceptions pres ci-dessus, il est
équivalent de reconstruire la partie réguliere d’un graphe g ou le graphe g lui-méme.

5.5.2 Deécomposition des graphes valués dans 7Z

Soient g et g’ deux graphes simples. Ils ont méme partie réguliére si, et seulement
si, leur différence g — g’ est un graphe étoilé. Cette différence est alors valuée dans
{0,1, —1}. Par exemple :

Pour démontrer le théoréme 5.5.1, nous allons caractériser les graphes étoilés valués
dans {0,1, —1} et, plus généralement, valués dans Z.
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Proposition 5.5.3.
Soit g := > NE; un graphe étoilé. Si n > 3, le graphe g est valué dans 7 si, et
seulement si,

— soit tous les coefficients \; sont entiers relatifs,

— soit tous les coefficients \; sont de la forme n; +

3 avec n; entier relatif.

Démonstration. La valuation de l'aréte {i,j} dans g est A\; + A;. Il faut donc carac-
tériser les n — uplets de scalaires (A,...,\,) tels que pour tout (i,7) \; + \; € Z.
Pour n = 2, il n'y a qu'une seule aréte, valuée par un entier. La décomposi-
tion en étoiles n’a plus de véritable sens, car elle n’est pas unique. Par exemple,

E, = E; = AE; + (1 — \)E,. Supposons n > 3. On a :
M+ X EZ, M+ A3EZ, A+ A3 €EZ,

d’ott 'on déduit que 2\ € Z. Comme voulu, soit \; est entier, soit il est de la forme
ny + % On aurait pu faire de méme pour n’importe quel A;. Il ne reste plus qu’a
vérifier qu’ils sont tous synchronisés. Si Ay € Z, comme \; + \; € Z, alors \; € Z.
De méme si A\; est de la forme n; + % O

Nous obtenons alors la caractérisation recherchée des graphes étoilés valués dans
{0,1,—1}.

Théoréme 5.5.4.
Un graphe g est étoilé a valuation dans {0,1,—1} si, et seulement si, il vérifie ['une
des conditions suivantes.

(i) g est le graphe vide :

® @

@ ;
® @

gi=
NG

(ii) g est une étoile E;, ou son opposé :
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(v) g est la réunion disjointe de deux graphes complets (éventuellement tri-
viauz) ; les arétes du premier sont toutes valuées 1, et les arétes du second
sont toutes valuées —1 :

(3)
_al® 1
g.— @@—5(;&—;&),

ot A est 'ensemble des sommets du premier graphe complet, et A’ [’ensemble
des sommets du second.

On note que le cas (v) contient les cas dégénérés du graphe complet, du graphe
complet sur n — 1 sommets et de leurs opposés :

Démonstration. Par construction, si g vérifie 'une des conditions (i), (ii), (iii), (iv)
ou (v), il est étoilé et valué dans {0,1, —1}. Il faut vérifier la réciproque. Si n = 2,
il n’y a qu’une seule aréte, valuée par 0, 1 ou —1. Le graphe g est donc soit 0, soit
le graphe complet, soit son opposé (conditions (i) ou (v)). Sinon, n > 3 et on peut
appliquer la proposition 5.5.3 :
— Premier cas : tous les \; sont entiers.
Supposons que, pour au moins un i, A; > 2. Comme X\, + A; € {0,1,—1}
on a A; < —1. De méme A\, < —1. D’ou A\; + A\ < —2 < —1, ce qui est
contradictoire. Par symétrie, on élimine aussi la possibilité \; < —2.
En conséquence, pour tout i, A\; € {0,1,—1}. De plus, il est impossible que
A et \; soient simultanément égaux & 1. On a donc |[{i,\;, = 1}| < 1 et
{7, \i = —1}| <1, les autres \; étant nuls. Le graphe g vérifie donc I'une des
conditions (i), (ii) ou (iii) :

® e
@ @ @ ¥

gc ® ®7i 9@
® @ & @

— Second cas : les \; sont tous de la forme n; + %

Si A > 1+1Llalors \j < —1et Ay < =1 dou N\ + X\ < —1, ce qui est
contradictoire. De méme, par symétrie si \; < —1 — %

SiA\=1+3alors \; < —1et A\, < —3. Comme \;+ X, > —1,0ona )\ =—1.
De méme que dans le cas symétrique lorsque \; = —1 — %, le graphe g vérifie

alors la condition (iv) :

Il ne reste plus que {+%, —%} comme choix pour les \;. Séparons les sommets
en VT ou A\ =41 et V- ou \; = —3. Entre V¥ et V™~ il 0’y a pas d’arétes,
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puisque A\; + A; = 0. Les arétes valent 1 dans V' et symétriquement —1 dans
V~. Donc g vérifie la condition (v) :

{‘ .

Nous avons maintenant tous les outils pour caractériser les graphes simples ayant
méme partie réguliére.

Démonstration du théoréme 5.5.1. Soient g et g’ deux graphes simples ayant méme
partie réguliére et méme nombre d’arétes. La somme des valuations des arétes de
g — g’ est zéro, et le théoréme 5.5.4 indique que g — g’ vérifie les conditions (i), (ii)
ou (v) avec |A| = |A|. Si n = 4, le graphe g — g’ peut aussi vérifier la condition

(iv) :

De plus, si 'aréte {i, j} est valuée 1 dans g —g’, alors {i, j} est une aréte de g mais
pas de g’. Réciproquement si {7, j} est valuée —1 dans g — g, alors {i,j} est une
aréte de g’ mais pas de g. Enfin, g et g’ coincident sur les autres arétes. On en
déduit les formes possibles de g et g'.

Soient maintenant g et g’ deux graphes dans la situation (v) et ayant méme liste
de degrés. Il faut vérifier que, dans le graphe b, il y a autant de sommets de degré d
dans A et dans A’ (d variant de 0 & 5}, puisque b est biparti et [A| = [A’]). On note
respectivement d(v) et d'(v) le degré d’un sommet v dans g et dans ¢’. On remarque
que, si v € A, on a d(v) = d'(v) + 5 — 1, et d'(v) est le degré de v dans b; enfin
d'(v) < 5. De méme, si v € A', on a d'(v) = d(v) + 5 — 1, et d(v) est le degré de v
dans b; enfin d(v) < 3.

Soit d < § — 1. En utilisant la remarque précédente, et le fait que g et g’ ont
méme liste de degrés, on obtient :

{ve A d(v) =d}| =[{v, d(v) =d}| = {v, d(v) = d}| = [{v € A, d(v) = d}|.

Soit maintenant d ;= % On a:

{ve A dv)=ZH=I{ve 4 dv) =n—1}| = [{v, dv) =n - 1}
= |{v, d'(v) =n — 173»\ ={ve A, dw)=n—-1}
=[{ve A, dv) =3}

Enfin, soit d:=2 —1. On a:

l\D|§

n

{ved d) =5 -1} =[v, d(v) =5 -1} - {re 4, d(©) = 5 - 1}|
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Or, on a

n

{ve A, d(v) =5 -1} = [{ve 4, d(v) = 0} = [{v, d(v) = 0}

= v, d'(v) = 0}| = [{v € 4, d(v) = 5 — 1}

n

o, d(0) = 5 =1} = [{v, d(v) = 2 — 1}]

n
2

et donc

{ved d) =3 -1|={v.dv) =35 -1~ [{ve A dv) =5 -1}
= {ve A, dv) = g 1Y

Dans les trois cas, on en déduit que, dans le graphe b, il y a autant de sommets de
degré d dans A que dans A'. O

On note que, méme sans savoir que g et g’ ont méme nombre d’arétes, la carac-

térisation de g — g’ par le théoréme 5.5.4 donne des conditions assez fortes sur g et
/

g

Pour un graphe simple g, il suffit de connaitre la liste des degrés de ses sommets
pour connaitre son nombre d’arétes, et donc la liste des valuations de ses arétes.
Ce n’est plus le cas pour un graphe valué quelconque. On peut donc se demander
dans quelle mesure un graphe valué est déterminé & I'isomorphie prés par la liste
des valuations de ses arétes, la liste des degrés de ses sommets et sa partie réguliére.
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Chapitre 6

Quotients de ’espace vectoriel des
parties

6.1 Introduction

Soit G un groupe agissant sur E := {1,...,n}, c¢’est-a-dire un sous-groupe du
groupe symétrique &,,. L’action de G s’étend a ’ensemble P,, des parties de E. Etant
donnée une partie A de E, on appelle orbite de A sous l'action de G 1’ensemble
A = {0.A, 0 € G}. Par exemple, si I'on prend pour E I'ensemble des paires de
{1,...,n}, les parties de E sont les graphes simples étiquetés. L’action du groupe
symétrique sur les sommets se traduit par une action sur les arétes. Une orbite
correspond alors & un graphe simple non-étiqueté (ou graphe simple & isomorphie
pres).

On étend l'ordre d’inclusion des parties aux orbites comme suit. On dit qu’une
orbite A est incluse dans une orbite B sil'un des représentants de A est inclus dans un
des représentants de B. Par symétrie, on en déduit que pour tout représentant de A il
existe un représentant de B le contenant, et réciproquement. L’ordre partiel obtenu
est le quotient du treillis booléen par le groupe G. Nous rappelons quelques propriétés
de cet ordre partiel que 'on peut obtenir wvia l'algébre linéaire et le théoréme de
Kantor.

6.2 Espace vectoriel des orbites

Soient A et A’ deux parties de E. Ces parties A et A’ sont isomorphes (noté
A~ A') si elles sont dans la méme orbite. On note Aut A := {0 € G, 0.A = A} le
groupe d’automorphismes de A. Si A et B sont deux parties de E, on note s(A, B) le
nombre de sous-parties A" de B isomorphes & A, et S(A, B) le nombre de sur-parties
B’ de A isomorphes a B. Bien entendu, orbite de A est incluse dans l'orbite de B
si, et seulement si, s(A, B) # 0.

Proposition 6.2.1.
Les quantités s(A, B) et S(A, B) sont liées par la relation :

| Aut A| s(A, B) = | Aut B| S(A, B).

79



Démonstration.
|Aut Al s(A,B) = |Aut A| [{A", A" C A, A" =~ A}|

= |AUtA‘ Z XA'cB = ZXU.ACB = ZXACU.B = |A11t B’ Z XAcB’

A=A oceG geG B'~B

— |Aut B||{B', AC B', B' ~ A}| = | Aut B| S(A, B)

oll, Yacp est la fonction caractéristique de A C B. O

Représentation linéaire de G sur V,, et invariants

L’action de G sur '’ensemble P, des parties de F s’étend en une représentation
linéaire de g dans 'espace V,,. Par exemple, si o est dans GG, on a :

o0.({1,3} + 4{2,5}) = {0(1),0(3)} + 4{0(2),0(5)}.

On appelle invariant un vecteur v de V,, fixé par toute permutation o de G (i.e. Vo €
G, 0.v = v). On appelle sous-espace des invariants le sous-espace V¢ des vecteurs
de V,, invariants par G. On rappelle que I'opérateur de Reynolds est 'application
linéaire

C’est une projection de V,, sur V.¢.

Identification invariants/espace vectoriel des orbites

Soit A une partie de {1,...,n} et A son orbite sous I'action de G. On peut
identifier cette orbite & un vecteur ¢(A) de V¢ :

Par exemple, dans le cas des graphes, on identifie un graphe non étiqueté et la somme
formelle des graphes simples étiquetés le représentant :

; K@% +.

Proposition 6.2.2.

Les vecteurs associés aux orbites des parties de {1,...,n} forment une base de V,©.
Autrement dit, le sous-espace des vecteurs invariants s’identifie a l'espace vectoriel
engendré par les orbites.

Démonstration. On vérifie d’abord que les vecteurs ¢(A) sont indépendants. Soit
S~ Xio(A;) = 0 une combinaison linéaire nulle d’orbites distinctes. La partie A,
apparait dans le vecteur ¢(A;) et dans aucun des autres vecteurs ¢(4;),j # i. On
en déduit, comme voulu, que tous les \; sont nuls.

Etant donné un vecteur v € V,,, on appelle terme de v une partie A telle que le
coefficient de A dans v soit non-nul. Pour montrer que les vecteurs ¢(A) engendrent
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le sous-espace des invariants, on raisonne par récurrence sur le nombre de termes
d’'un vecteur invariant v. Si v a zéro terme, v = (0 et donc v est bien engendré.
Sinon, soit A une des parties apparaissant dans I'expression de v et « le coefficient
correspondant. Comme Vv est invariant, pour toute partie B de l'orbite de A, le
coefficient de B dans v vaut aussi . Soit alors v/ = v—a ) ;4 B. Par construction,

v’ a strictement moins de termes que v. On en déduit que v’ et donc v sont engendrés.
O

6.3 Opérateurs Div et Etoile

Comme précédemment, on traduit la structure d’ordre partiel par deux opéra-
teurs linéaires adjoints. Comme les opérateurs Etoile et Div de V,, sont des mor-
phismes pour l'action de G (lemme 3.1.2), I'image d'un vecteur invariant est un
vecteur invariant. Ils définissent donc chacun un morphisme de V¢ dans V¢, que
I’on note respectivement Etoile et Div.

On appelle matrice d’incidence des orbites a i €éléments versus les orbites a k
éléments la ma]‘grice M de Etoile " dans la base des orbites. Soit de méme N la
matrice de Div'  dans la base des orbites. On peut les décrire plus précisément.
Soit A une partie a 7 éléments et B une partie & k éléments. Le coefficient de M, sur
la colonne correspondant a 'orbite de A et la ligne correspondant a 'orbite de B, est
le nombre s(A, B) de parties A’ isomorphes & A et contenues dans B. Le coefficient
de N, sur la ligne correspondant a ’orbite de A et la colonne correspondant a I’orbite
de B, est le nombre S(A, B) de parties B’ isomorphes & B et contenant A.

Les deux matrices M et N ne sont donc pas adjointes, mais vérifient cependant
une certaine relation de dualité.

Proposition 6.3.1.

Soit X le vecteur colonne indexé par les orbites des parties de taille 1 défini comme
suit : le coefficient correspondant a Uorbite A est la taille | Aut A| du groupe d’au-
tomorphismes de A. Soit Y le vecteur colonne indexé par les orbites des parties de
taille k défini comme suit : le coefficient correspondant & lorbite B est la taille
| Aut B| du groupe d’automorphismes de B. On a alors :

MX ="'(NY)

Démonstration. Les colonnes des deux matrices MX et '(NY) sont indexées par
les parties A de taille i, et les lignes par les parties B de taille k. On vérifie que les
coefficients de M X sont de la forme | Aut A| s(A, B), et ceux de ‘(NY) de la forme
| Aut B| S(A, B). Enfin, on applique la proposition 6.2.1. O

Le théoréme de Kantor se généralise a ces matrices.

Théoréme 6.3.2. . .
- S11 < k <n—u1, Uopérateur Div " est surjectif et opérateur Div " est
ingectif ; ‘ '
- Stk > n—i, Uopérateur Etoile " est surjectif et Uopérateur Div' " est injectif.
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Démonstration. Supposons que i < k < n — i et montrons que Div.  est surjectif.
Soit v un vecteur de V’. D’aprés le théoréme 2.2.15, Popérateur Div* ™ est surjectif
et il existe donc w € V* tel que DivF ™ w = v. Soit w* = |—(1;‘ Y e 0-W le projeté de

W sur VrfG. Comme DivF™ est un morphisme, DivF ™ w* = (DivF ™' w)* = v* = v.
Conclusion : v est dans I'image de Div'

Par dualité, 'opérateur Etoile " est injectif. Enfin, dans le cas k& > n — 7, on
procéde de méme en montrant que 'opérateur Etoile " est surjectif. O

6.4 Applications

6.4.1 Théoréme de Livingstone-Wagner

Théoréme 6.4.1 ([LW65], [Rob67]).

Soit G un groupe agissant sur un ensemble fini E de taille n. Soit p; le nombre
d’orbites des parties de taille © de E. Ce nombre p; croil jusqu’a 3, puis décroil.
Démonstration. Soit ¢ tel que 2i+1 < n. Comme 'opérateur Etoile " est injectif,
la dimension de VrfG est plus petite que celle de v,;‘G. Donc, comme voulu, p; <

Pi+1- L]

On peut étre plus précis : a chaque orbite d’une partie X de taille © on peut
associer, et ce de maniere injective, 'orbite d’une partie 'Y contenant X et de taille
i + 1. En effet, on peut extraire de la matrice de Etoile’ "™ une matrice carrée M
inversible en éliminant certaines colonnes. Le déterminant de M est non nul et donc
au moins un des termes Hﬁk,g(k) de son expansion est non nul. On en déduit que
pour cette permutation o tous les W;w(k) sont non-nuls, autrement dit que, si I'on
associe & l'orbite A correspondant a la ligne k 'orbite B correspondant a la ligne
ok, alors A est inclus dans B.

Rappelons qu’un ensemble ordonné a la propriété de Sperner si I'un de ses ni-
veaux constitue une antichaine de taille maximale. Avec 'observation ci-dessus, il
vient :

Théoréme 6.4.2 (Pouzet et Rosenberg [PR86]).
Le quotient de ’'ensemble des parties d’un ensemble E par un groupe de permuta-
tion a la propriété de Sperner. Plus précisément, le niveau de hauteur L@J est une

2
antichaine de taille maximale.

Ce résultat contient le fameux théoréme de Sperner (prendre G réduit a I'iden-
tite). Il contient beaucoup plus. Etant donné un entier k, on dit qu'un ensemble or-
donné P a la propriété de k-Sperner si la réunion de k£ niveaux est une k-antichaine
de taille maximum (une k-antichaine est la réunion d’au plus k antichaines). Enfin,
on rappelle que P a la propriété de k-Sperner dés que le produit direct P x K ou
K est la chaine a k éléments a la propriété de Sperner.

La collection des ordres quotients est stable par produit et contient les chaines.
(Si P est 'ensemble ordonné associé a G et P’ I'ensemble ordonné associé a G’ alors
le produit cartésien P x P’ est associé¢ a G x G’). On obtient ainsi :
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Théoréme 6.4.3 (Pouzet et Rosenberg [PR86]).
Le quotient de [’ensemble des parties d’un ensemble a la propriété de k-Sperner, pour
tout k.

En prenant, comme ci-dessus, G réduit a l'identité on retrouve le théoréme
d’Erdos-De Bruijn.

6.4.2 Reconstruction par arétes / Lovasz

Stanley [Sta84] a utilisé la méme approche pour donner une démonstration élé-
mentaire du théoréme de Lovasz sur la reconstruction par arétes. Soient FE et G
comme précédemment. Soit B une partie a k éléments. On appelle jeu de B l'en-
semble des orbites A, ot A est une partie de taille k — 1 incluse dans B. Ces orbites
sont comptées avec multiplicités. La partie B est dite reconstructible si toute autre
partie B” ayant méme jeu est dans l'orbite de B.

Théoréme 6.4.4 (Stanley [Sta84]).
Svk > 5 alors toutes les parties a k éléments sont reconstructibles.

Démonstration. On peut représenter le jeu d’une partie B par le vecteur colonne
dont chaque ligne, indexée par une orbite A de taille & — 1 contient le nombre
S(A, B) d’éléments A’ de Porbite A qui sont inclus dans B. En prenant pour chaque
orbite B le vecteur colonne correspondant, on obtient la matrice de Div¥~*71. Sj
k > %, cet opérateur est injectif, ce qui implique que tous les vecteurs colonnes de
la matrice sont linéairement indépendants et donc a fortior: distincts. Conclusion :
chaque orbite B est caractérisée par son jeu. O

Si E est 'ensemble des paires de {i,...,n} et G le groupe symétrique &,,, une
partie B de F peut étre vue comme un graphe simple. Le fait que B soit recons-
tructible au sens ci-dessus, revient a dire qu’il est reconstructible par aréte. Plus
précisément, B et B’ sont isomorphes dés qu’il existe une bijection o des arétes B
sur celles de B’ telle que pour toute aréte e de B les graphes B\ e et B"\ o(e) sont
isomorphes.

Corollaire 6.4.5 (Lovasz [Lov72]).
Tout graphe sur n sommets ayant strictement plus de @
par arétes.

arétes est reconstructible

6.5 Matrices d’incidence sur les foréts

On rappelle qu’'une forét est un graphe acyclique, et qu'un arbre est une forét
connexe. Au § 19, 'étude de la reconstructibilité algébrique des arbres souléve le
probléme suivant.

Probléme 6.5.1.

Soit n un entier. Soit M la matrice d’incidence des graphes non étiquetés ¢ n — 1
arétes versus les graphes non étiquetés & n — 2 arétes (c’est-a-dire la matrice de
—n—1-n—2

Div ). D’aprés le théoréme 6.5.2, les lignes de cette matrice sont indépen-
dantes. Soit T la sous-matrice obtenue par extraction des colonnes correspondant
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auz arbres et des lignes correspondant aux foréts. Les lignes de cette matrice T sont-
elles indépendantes ¢

Au § 19.2.2, nous décrivons comment nous avons vérifié par calcul sur ordinateur
que, jusqu’a n = 13, les lignes de T étaient indépendantes (matrice 1121 x 1302).
Nous considérons ici le cas étiqueté. Soit 7' la matrice d’incidence des arbres étiquetés
versus les foréts étiquetées & n — 2 arétes. Les lignes de T sont-elles indépendantes 7
Si la réponse est oui, il s’ensuit immédiatement que les lignes de la matrice T sont
aussi indépendantes. La réciproque n’est pas claire, et on risque donc d’étudier un
probléme plus difficile.

6.5.1 Petits cas

Proposition 6.5.2.
Lorsque le nombre de sommets n est inférieur a ou égal & 6, la matrice T est de
rang plein.

Notons qu’'un calcul sur ordinateur ne donne pas de meilleur résultat. En effet, le
nombre d’arbres étiquetés croit trés rapidement avec n (il y a n"~ 2 arbres étiquetés
sur n sommets), et nous n’avons pu mener le calcul que jusqu’a n = 6 (matrice
1296 x 1080). Pour n = 7, il faudrait calculer le rang d’une matrice 16807 x 13377.
La démonstration de cette proposition est basée sur le lemme suivant. Il utilise la
construction de vecteurs O-réguliers & partir de couplages que nous avons vue au
§ 4.5 (lemme 4.5.2).

Lemme 6.5.3.

Soit g un graphe a n — 1 arétes tel que chaque composante connexre non réduite a
un sommet contienne un cycle. Le graphe g a au moins un sommet isolé et, en tant
qu'élément de V' (m = C2), s’écrit comme combinaison linéaire d’un vecteur
O-régulier vy et de graphes ayant strictement moins de sommets isolés que g.

Démonstration. Commencons par un exemple sur 4 sommets. Soit g le cycle sur les
sommets {1,2,3} et E I'étoile centrée sur le sommet 4 :

On considére le couplage f, entre ensemble A des arétes de ce cycle et ’ensemble
A’ des arétes de 'étoile, défini par :

f({lv 2}) = {174}7 f({273}) = {274}7 f({?’v 1}) = {374}'

84



Enfin, on construit le vecteur :

vi =) (“D)PI(A\B) U f(B)

BCA
@) @) 2 @
= -G » — @ O €) ‘0
@ @ @ @
@ 2 @ @
+@ © + @ O © '09 @
@ @ @ @

D’aprés le lemme 4.5.2, le vecteur vy est dans le noyau de 'opérateur Dy t7n=2,

Nous avons construit ce couplage de sorte qu’il ait les deux propriétés suivantes :

(i) Pour chaque sommet v non isolé dans le cycle g, il y a une aréte e de g telle

que e et f(e) sont adjacentes a wv.

(ii) Toutes les arétes f(e) sont adjacentes & un sommet isolé de g.

Par exemple, le sommet 1 est adjacent a {1,3} et & f({1,3}) = {1,4}, et 4 est
adjacent a f({1,3}) = {1,4}. On en déduit que, en dehors du cycle g d’origine,
aucun des graphes apparaissant dans l'expression v; n’a de sommet isolé. Donc,
comme voulu, on peut exprimer g comme combinaison linéaire du graphe 0O-régulier
vy et de graphes avec au moins un sommet isolé en moins.

Soit maintenant g un graphe dont chaque composante connexe non triviale
contient un cycle. On vérifie facilement que g a au moins un sommet isolé. Soit
¢ un tel sommet et soit E 1’étoile centrée en . De méme que dans I'exemple, nous
allons construire un couplage f entre les arétes de g et celles de I'étoile E. Soit C'
une composante connexe non triviale de g et (v, va, ..., v) un cycle de C. Pour vy,
on prend l'aréte {vy, v} de g et on lui associe 'aréte f({vy,v9}) := {v1,i} de E; on
procéde de méme pour tous les sommets du cycle jusqu’a v, pour lequel on prend
I'aréte {vg, v1} de g et on lui associe Paréte f({vg,v1}) := {vk, i} de E. Ensuite, pour
chaque sommet v de C' a distance 1 du cycle, on prend une aréte e qui relie v au
cycle, et on lui associe 'aréte f(e) := {v,i} de E. De méme, pour chaque sommet a
distance d+ 1 du cycle, on prend une aréte e de g qui relie v & un sommet a distance
d du cycle et on lui associe 'aréte f(e) := {v,i} de E.

Enfin, on associe par un couplage quelconque les arétes restantes de E aux arétes
restantes de g. Par construction, le couplage f réalisé vérifie les propriétés (i) et (ii).
Donc, en dehors de g, tous les graphes apparaissant dans v; ont au moins un sommet
isolé en moins. En conclusion, g s’exprime comme combinaison linéaire du graphe
O-régulier vy et de graphes avec au moins un sommet isolé en moins. O]

Démonstration de la proposition 6.5.2. Soit n un entier. On considére la matrice M
d’incidence entre les parties de taille n—1 (sur les colonnes) et les parties n —2 (sur
les lignes). Soient respectivement [ et ¢ le nombre de lignes et de colonnes de M.
Soit nr le nombre de foréts & n — 2 arétes et ny le nombre d’arbres.

On regroupe les colonnes correspondant aux arbres et celles aux graphes non-
acycliques, ainsi que les lignes correspondant aux foréts et celles aux graphes non-
acycliques. Comme les sous-graphes d’un arbre sont certainement des foréts, la ma-
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trice M est de la forme :

T =
M =
0 =
ou T est la matrice d’incidence des arbres versus les foréts & n — 2 arétes qui nous

intéresse. On note que, si n < 3, les matrices 1" et M sont égales, puisqu’il n’y a pas
de graphes non-acycliques.

Il faut montrer qu’il y a ng colonnes indépendantes dans T, ou de maniére
équivalente dans les colonnes de gauche de M. Comme la matrice M est de rang
plein, on sait qu’il y a en tout [ colonnes indépendantes dans M.

Soit g un graphe dans les conditions du lemme 6.5.3. Il s’exprime comme com-
binaison linéaire d’un vecteur v O-régulier et de graphes avec un sommet isolé en
moins. Cela se traduit par le fait que la colonne de M correspondant a g est une
combinaison linéaire de colonnes de M correspondant a des graphes avec un som-
met isolé en moins. En effet, v étant O-régulier, il est dans le noyau de 'opérateur
Div dont la matrice est précisément M. Donc la combinaison linéaire de colonnes
correspondant a v est nulle.

On procéde alors par récurrence descendante sur le nombre de sommets isolés
pour retirer toutes les colonnes correspondant a des graphes dans les conditions du
lemme 6.5.3. Chaque opération préserve le rang de la matrice, et la matrice finale est
encore de rang [. Supposons que ’on ait ainsi enlevé k colonnes. Toutes ces colonnes
ont été enlevées dans la partie droite de M, et il n’en reste donc que ¢ —ny — k. On
en déduit qu’il y a au moins [ — (¢ —n4 —k) = [ — c+n4 + k colonnes indépendantes
dans la partie gauche, c’est-a-dire dans T'. Autrement dit, si k > (I —ng) — (c—na4),
la matrice T est de rang plein. Lorsque 4 < n < 6, cette condition est vérifiée.

Pourn =4,ona:c—ns— (Il —np) = (20 —16) — (15 — 15) = 4. Or, comme
voulu, k = 4, car on peut retirer les colonnes des graphes suivants (nombre par type
d’isomorphie) :

Pourn=>5,ona:c—nyg— (Il —np) =210—125— (120 — 110) = 75. Or, comme
voulu, k& = 75, car on peut retirer les colonnes des graphes suivants (nombre par

type d’isomorphie) :
60 x % , 15 x iﬁ i

O O

Pour n =6,ona:c—ny— (I —np) = 3003 — 1296 — (1365 — 1080) = 1422.
Or, comme voulu, k = 1422, car on peut retirer les colonnes des graphes suivants

86



(nombre par type d’isomorphie)

ﬁo, 360xﬁo, 90xomo,
360x{:zo, 180><@i§@, 360><©<I—IQ

Pour n ="7,0onac—ny— (I —np) = 54264 — 16807 — (20349 — 13377) = 30485.
Comme k = 30030, il faudrait encore retirer 455 colonnes. De méme, pour n = 8 et
n =9, il faudrait encore retirer respectivement 28980 et 1393686 colonnes. O]

6.5.2 Foréts avec un sommet isolé

Nous allons montrer que, lorsque n est impair une certaine sous-matrice de la
matrice des arbres versus les foréts a des lignes indépendantes.

Théoréme 6.5.4.
Soit T la matrice d’incidence des arbres étiquetés versus les foréts a n—2 arétes avec
un sommet isolé. St n est impair, alors les lignes de cette matrice sont indépendantes.

Démonstration. Tout au long de cette démonstration nous appelons forét une forét
avec n — 2 arétes et un sommet isolé. Soit L := Ag g, 1+ - - + Mg l5, une combinaison
linéaire nulle de lignes l¢, de T" indexées par des foréts f;. Nous allons d’abord montrer
que, si f; est un chemin de longueur n — 2, alors le coefficient \; est nul, puis nous
procéderons par induction sur une statistique bien choisie sur les arbres. C’est dans
la premiére étape qu’intervient la condition n impair. Si I'on pouvait démontrer ce
premier point dans le cas pair, alors I'induction s’appliquerait.

Soit donc ¢; un chemin de longueur n — 2, et vy,...,v,_1; une énumération de
ses sommets en partant d’une extrémité jusqu’a 'autre. Enfin, soit v, le chemin
restant. On construit cy le chemin v,, ..., v,, puis c3 le chemin vs, ..., v,, vy, et ainsi
de suite jusqu’a c, le chemin v,,, v1,...,v,_2. On note A; le coefficient de c; dans la
combinaison linéaire L, en prenant par défaut \; := 0 si c; n’apparait pas dans L. Soit
g le chemin vy, ...,v,. C’est un arbre qui ne contient que c; et co comme sous-forét
avec un sommet isolé. On en déduit que A; + Ay := 0, car la combinaison linéaire
L de lignes est nulle. De méme, Ay + A3 := 0, et ainsi de suite jusqu’a A\, + A := 0.
Comme n est impair, il s’ensuit que Ay = —A; et donc \y = Ay = --- =X, =0
comme voulu.

Procédons maintenant par induction. Nous associons & chaque forét f un comp-
teur (lg,l;) défini comme suit : Iy est la taille du plus grand chemin c de f, et [}
est la taille du plus grand chemin ¢’ non inclus dans c. Si f est un chemin, on pose
¢ = 0. On ordonne alors les foréts en comparant lexicographiquement leurs comp-
teurs. La plus grande forét f est le chemin (Mg, \;) = (n — 2,0), et la plus petite
I'étoile (Mg, A7) = (1,1).

Soit f une forét. Si Ay = n — 2, alors f est un chemin, et on a terminé. Sinon,
N > 1. Soit ¢ un chemin de f de longueur ¢, et ¢’ un chemin de f de longueur c’;
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non inclus dans c. Il est possible de choisir ¢ et ¢’ de sorte qu’ils aient une extrémité
v en comiun.

Soit g I’arbre obtenu en reliant dans f le sommet v au sommet isolé de f. Soit £ une
autre sous-forét de g. Cette forét, ayant un sommet isolé, est obtenue en retirant une
aréte a une extrémité de 'arbre g. Si on a enlevé 'aréte adjacente & v, on réobtient
f. Si on a enlevé 'autre extrémité du chemin ¢, il y a dans f’ un chemin de longueur
A+ 1, obtenu en ajoutant v a c. Donc (Ig/, l3) > (Ig, I).

li+1

.v; |
W f

Enfin, si 'on a enlevé 'autre extrémité w du chemin c, il y a dans f un chemin de
longueur l¢, et un chemin disjoint de longueur X, + 1. Donc, 1a encore (lg:,lg) >

(e, I¢)-
we.
//)VV\V*‘
A

Dans la combinaison linéaire L, la somme des coefficients des sous-foréts de g est
nulle, le coefficient ¢ de f s’exprime sous la forme ¢ := —) . Ag, ot les foréts f/
sont strictement plus grandes. Par induction, A\¢ = 0. O

6.5.3 Lien avec les matroides

Les considérations sur les matrices d’incidence s’étendent aux matroides. Nous
renvoyons a [Wel76| pour les définitions de base.

Probléme 6.5.5.
Pour quels matroides M, la matrice d’incidence des indépendants de taille i versus
les indépendants de taille k est-elle de rang plein ?
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Le matroide des cycles associé au graphe complet est connexe. Ses bases sont les
arbres, tandis que ses points sont les arétes {i,j}. Le théoréme 6.5.6 affirme alors
que la matrice d’incidence des arbres versus les arétes est de rang plein. Nous ne
savons pas a quelles conditions ce résultat se généralise pour des indépendants de
taille plus grande.

Théoréme 6.5.6 ([Whi77, BK92]).

Soit M un matroide de rang r ayant n éléments. Soit K un corps de caractéristique
Zéro ou supérieure ¢ r. La matrice d’incidence des bases versus les points de M est
de rang n — k 4+ 1 ou k est le nombre de composantes connezes de M.

Démonstration. Nous proposons une démonstration plus simple, nous contentant de
montrer que la matrice M est de rang n lorsque le matroide est connexe.

1) Soit B un ensemble de parties A d’un ensemble E. La matrice d’incidence des
éléments de B versus les éléments de E est de rang plein si le graphe ¢(B) défini
comme suit est connexe : ¢(BB) a E comme ensemble de sommets et pour arétes les
paires d’éléments {z,y} de E telles qu’il existe une partie N (ne contenant ni z ni
y) de sorte que N augmenté de x et N augmenté de y soient dans 5. En effet, si
I’on met sur les éléments de F une distribution de valeurs de sorte que pour chaque
élément de B la somme soit nulle, alors deux sommets liés par une aréte portent la
méme valeur; le graphe étant connexe, toutes ces valeurs sont égales et donc nulles.

2) Si B est 'ensemble des bases d’un matroide connexe, alors ¢(B) est le graphe
complet. En effet, soient x et y deux éléments et C' un circuit les contenant ; alors,
comme C'\ z est indépendant, y n’est pas dans la cloture F de C'\ {z,y}. Ainsi, ni
x ni y ne sont dans F. Soit G un sous espace clos contenant F, excluant x et y et
maximal pour l'inclusion. On montre que F' est un hyperplan : sur £\ F' la relation
binaire, composée des couples (u,v) tels que u est dans la cloture de F' augmenté de
v, est une équivalence (Axiome de Steinitz). Puisque C' est un circuit, et C'\ {z,y}
est dans F', les éléments = et y sont équivalents. En fait, tous les éléments de £\ F
sont équivalents. En effet, si 2z est inéquivalent & x, alors la cloture de F' augmenté
de z exclut x et y, ce qui contredit la maximalité de F. Ainsi, si N est une base de
F, alors N augmenté de x engendre F, et de méme N augmenté de y. O

Définition 6.5.7 (Transformée de Radon discréte).
Soit E un ensemble a n éléments, et A une collection de parties de E. A chaque
Jonction f de E dans K, on associe la fonction Ty de A dans K définie par :

Ty(A) =) f(a).

acA
Ty est appelée la transformée de Radon de f.

La matrice de la transformation de Radon n’est autre que la matrice d’incidence
des parties de A versus les éléments de E. Le probléme de reconstruction de la
transformée de Radon discréte est le suivant : est-ce qu'une fonction f peut étre
reconstruite & partir de sa transformée de Radon TY. Cela revient a se demander si la
transformation 7T est injective. Lorsque A est I’ensemble des bases d’un matroide, le
théoréme 6.5.6 donne une réponse positive a ce probléme de reconstruction. Pour des
applications de la transformée de Radon discréte en combinatoire, et en particulier
pour une discussion sur la reconstruction de fonctions a partir de leur transformée
de Radon, voir [Kun86.
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Partie 11

Invariants algébriques de graphes

91






Chapitre 7

Introduction

7.1 Motivations

Cette partie est consacrée a une étude approfondie de 1'algébre des polyndmes
invariants sur les graphes. La principale motivation de cette étude est la recherche
de systémes d’invariants fondamentaux, avec comme objectif lointain la conjecture
de reconstruction de Ulam. Pour n = 4, nous connaissions un tel systéme et il nous a
suffi de montrer que les polynémes de ce systéme étaient algébriquement reconstruc-
tibles. Nous en avons déduit la reconstructibilité algébrique de tous les invariants et
donc des graphes valués (voir théoréme 17.1.1). Selon les résultats expérimentaux
obtenus dans cette partie, il est trés probable que ce soit aussi le cas pour n =5 (voir
§ 17.2). Nous présentons aussi les outils qui serviront dans la partie III & montrer
que pour n = 13 il existe des graphes simples non-reconstructibles.

Plus généralement Read et Corneil [RC77, p344| proposent la recherche d’inva-
riants comme approche du probléme d’isomorphisme de graphes. La connaissance
d’un systéme fondamental d’invariants permettrait de déduire des propriétés de tous
les invariants en ne les montrant que sur ce systéme. Notons cependant qu’ils consi-
dérent des graphes simples et des fonctions et paramétres invariants quelconques.
Notre notion d’invariant est plus restrictive. Il se pourrait par exemple que nos
systémes d’invariants soient bien plus grands que réellement nécessaire.

Pas d’application algorithmique

En particulier, notre approche ne permettra probablement pas de résoudre de
problémes algorithmiques ou de complexité selon la suggestion de Read et Cor-
neil [RC77, p344] :

« The discovery of a sufficient graph invariant (called a complete graph invariant)
would solve the isomorphism problem completely, provided that the invariant was
computable in polynomial time. »

« La découverte d’un invariant suffisant sur les graphes (appelé invariant complet
sur les graphes) résoudrait complétement le probléme d’isomorphisme, a condition
que cet invariant soit calculable en temps polynomial. »

En effet, nos estimations indiquent qu’un systéme fondamental d’invariants poly-
nomiaux aurait nettement plus de n! termes. D’un autre coté, notre cadre restrictif
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nous permet d’obtenir un certain nombre d’informations a priori et fournit des
méthodes systématiques de recherche.

Aspects géométriques de 1’algébre des invariants

Il est clair que 1’algébre des invariants sur les graphes est aussi I'algébre des inva-
riants sur les matrices symétriques a diagonale nulle (ou constante), a permutation
simultanée des colonnes et des lignes prés. On peut en effet identifier une telle ma-
trice avec un graphe valué, et réciproquement. Cela permet d’utiliser cette algébre
pour étudier les configurations géométriques d’ensembles de vecteurs [Pou77]. Ce
fait a des applications dans I’étude des réseaux de neurones, et a motivé 1'étude de
Palgebre des invariants Clxy; j]®"n par Aslaksen et al. [ACG96]. La présentation
qui suit est fortement inspirée de leur article.

Soient K et L deux ensembles de n vecteurs de R™. On dit que K et L ont
méme forme s’il existe une transformation orthogonale f qui transforme K en L.
Considérant les éléments non ordonnés de K comme les colonnes d’une matrice
n X m, on est amené & la définition suivante. Soient A et B deux matrices n X m.
On dit que A et B sont congruentes s’il existe une matrice orthogonale U et une
matrice de permutation P telle que

B=UAP.

Alinsi, si les matrices A et B correspondent aux ensembles de vecteurs K et L, alors
K et L ont méme forme si, et seulement si, A et B sont congruentes. Pour étudier
la congruence de deux matrices, nous allons montrer le lemme suivant.

Lemme 7.1.1.

Soient C' et D deux matrices réelles de méme dimension. Il existe une matrice or-
thogonale U telle que D = UC si, et seulement si, C'C = D'D.

Démonstration. Une des implications est triviale. Supposons maintenant que C'C =
D'D. Soient ¢y, ...,c, et di,...,d, les colonnes respectives de C et D. Soit R =
(r1,...,7r,) un vecteur colonne de nombres réels. On a

ICR||> ='R'CCR ="R'DDR = ||DR||,

d’ott 'on déduit que

Zricz‘:O@Zmdi:O.

Il s’ensuit que les équations f(c;) := d;, pour i = 1...n déterminent une application
linéaire f bien définie depuis 'espace des colonnes de C vers celui de D. Il est clair
que f préserve la norme, et qu’il est possible d’étendre f en une transformation
orthogonale U de R™. O

Les coefficients a; ; de la matrice *AA sont les produits scalaires des vecteurs de
K. D’aprés le lemme 7.1.1, les matrices A et B sont congruentes si, et seulement si,
il existe une matrice de permutation telle que

'P'AAP ='BB

Y
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c’est-a-dire si les matrices symétriques ‘AA et ' BB sont égales a permutation simul-
tanée des lignes et des colonnes prés. Lorsque les vecteurs des ensembles K et L sont
tous de méme norme, les coefficient diagonaux de "AA et ‘BB sont constants, et
on peut utiliser 'algébre des invariants C[xy; ;3]"n pour tester si K et L ont méme
forme. Ainsi, si I'étude de I'algébre C[xy; ;] n des invariants sur les graphes donne
un systéme complet d’invariants, ce systéme pourra aussi étre utilisé pour tester si
des ensembles de n vecteurs de méme norme ont méme forme.

Réciproquement, il est probable que ce point de vue géométrique puisse faciliter
Pétude de lalgebre des invariants C[xy; ;3] n, en particulier en ce qui concerne
la reconstruction : Pouzet |Pou77, Rev84| a proposé une version géométrique du
probléme de reconstruction de Ulam, équivalente au probléme de reconstruction des
graphes valués.

Conjecture 7.1.2.

Soient n > 3 et K := {vy,...,vp,} et L := {wy,...,w,} deuz ensembles de n
vecteurs de R™. Si pour tout i les ensembles de n — 1 vecteurs K\ {v;} et L\ {w;}
ont la méme forme, alors K et L euz-mémes ont la méme forme.

7.2 Littérature

Nous avons vu que cet anneau d’invariants apparait naturellement dans diffé-
rents domaines. Pourtant on ne trouve que trés peu d’informations a son propos
dans la littérature. Lors du congrés MEGA’98 & St-Malo, nous en avons discuté
avec Sturmfels. Il nous a indiqué que, aprés la publication de son livre [Stu93|, plu-
sieurs personnes l’avaient contacté pour savoir ce qui était connu sur cet anneau
d’invariants. Il avait en effet proposé le cas n = 4 comme « exercice » (exercice 3,
page 28). La seule référence qu’il a pu leur fournir est [ACG96|, dans lequel I« exer-
cice » est traité en 5 pages denses et utilisant des propriétés non triviales de théorie
des invariants et des représentations.

L’échelle suivante présente, par ordre croissant de difficulté, les informations
que l'on peut avoir sur un anneau d’invariants. Nous reviendrons plus loin sur les
définitions précises.

1. Série de Hilbert

2. Systéme de paramétres (invariants primaires)

3. Invariants secondaires

4. Systéme fondamental d’invariants (systéme générateur minimal)

5. Syzygies entre les générateurs

6. Algorithme de réécriture d’un invariant en fonction des générateurs

Les recherches respectives de 4, 5 et 6 sont traditionnellement appelées les problémes
fondamentaux de la théorie des invariants. Au moins du point de vue algorithmique,
3 et 4 sont du méme ordre de difficulté.

Nous avons trouvé les résultats suivants dans la littérature. Pour n = 4, Aslak-
sen et al.. [ACG96| présentent un systéme générateur minimal et indiquent que les
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syzygies s’obtiennent sans difficulté avec les algorithmes habituels. Pour n = 5, ils
donnent un systéme de paramétres en utilisant [Dix91], assorti du commentaire :

« When we computed the Poincaré series, we got 720 terms in the numerator, so
it seems difficult to give a simple description of the ring of invariants. »

« Lorsque nous avons calculé la série de Poincaré, nous avons obtenu 720 termes
au numérateur. Il semble donc difficile de donner une description simple de I’anneau
des invariants. »

Le calcul pour n = 4 a aussi été traité par ordinateur par Kemper [Kem98b,
p. 11]. En dehors de cela, nous n’avons trouvé qu’un article de Grigoriev [Gri79]
contenant des résultats sur une algebre proche, ’algébre des invariants sur les di-
graphes, et surtout sur le corps des invariants sur les digraphes. La plupart de ces
résultats sont des propriétés générales du corps des invariants d’un groupe fini (voir
§ 9). Nous montrons au § 12.1 que le principal résultat spécifique aux digraphes est
faux.

En fait, contrairement & ce que nous pensions, autant les représentations du
groupe symétrique sont parfaitement connues, autant les anneaux d’invariants cor-
respondants le sont peu. Par exemple, pour les représentations irréductibles de &,
et en dehors des cas triviaux comme les polynémes & une variable ou les poly-
nomes symétriques, seul le cas de G5 semble avoir été approfondi. Nous citons Dix-
mier [Dix91] :

« Je n’ai pu régler le cas de [3,12]. Le but principal du présent mémoire est
d’obtenir, pour C[[3,2]]% et C[[22,1]]®%, un systéme de paramétres et un systéme
générateur minimal. Cet objectif, bien que modeste, va demander du travail. »

Comme l'indiquent Aslaksen et al. [ACG96], la premiére difficulté de cette étude
vient de ’explosion combinatoire qui restreint considérablement le champ explora-
toire. Pour donner un ordre de grandeur, pour n = 5 on est amené a rechercher 720
polynomes a 10 variables de degré allant jusqu’a 22. Certains d’entre eux peuvent
occuper quelques centaines de kO sur le disque. Par exemple, le test classique pour
vérifier si un ensemble de polynomes forme un systéme de paramétres, n’est pas
toujours praticable. Il utilise un calcul de base de Grébner qui, si les polynoémes ne
s’y prétent pas, explose en temps et en mémoire, méme sur des machines récentes.
Pour n = 5, il ne fonctionne qu’a condition de prendre des précautions. Pour n = 6,
il est inutile d’essayer.

Nous avons donc trés peu de marge de manoeuvre pour tester des conjectures,
d’autant plus que les cas n < 3 sont dégénérés. Les polyndmes invariants coin-
cident en effet avec les polyndmes symétriques. Méme le cas n = 4 présente des
particularités. Nous avons donc plusieurs fois basé des conjectures sur le seul cas
n = b, espérant qu’il soit assez générique. Heureusement certains calculs (série de
Hilbert, ...) peuvent aller nettement plus loin. A ce titre, 'étude de I'anneau des
invariants pour les graphes bipartis parait intéressante, car l’explosion est moins
brutale et devrait ouvrir un plus grand champ d’expérimentation.

L’autre difficulté vient de la trés grande généralité des outils utilisés, autant
théoriques que pratiques. En effet ceux-ci n’exploitent pas toutes les spécificités
du probléme et se révélent souvent peu efficaces. Par exemple, nous avons es-
sayé plusieurs systémes récents de calcul de bases d’algébres d’invariants ( Invar
et Invar 2 sous Maple et RngInvar sous Magma de Kemper [Kem96|, FINVAR.LIB
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sous Singular [Hey96|. La plupart du temps, le cas n = 4 était traité correctement.
En revanche, aucun des systémes n’a réussi a trouver des invariants primaires pour
n = 5. Méme en leur fournissant nos invariants primaires, aucun d’entre eux n’a pu
construire les invariants secondaires au-dela du degré 5. Nous avons donc dii réim-
plémenter ces algorithmes en les optimisant pour notre probléme. Cela ne nous a
pas suffi pour régler complétement le cas 5, mais nous a déja donné des informations
partielles intéressantes pour n = 5,6, 7 (voir section 11.4.3).

7.3 Plan

Le chapitre 8 décrit les propriétés générales de 'algébre des invariants. Notre
objectif n’est pas de réécrire une éniéme introduction a la théorie des invariants, mais
de faire une synthése des résultats généraux a notre disposition dans la littérature.
Nous n’avons pas particulierement cherché a retrouver les auteurs originaux, mais
nous nous sommes efforcés de donner comme références les textes les plus accessibles
et les plus clairs (cette appréciation étant forcément subjective).

Notre représentation a un certain nombre de caractéristiques particuliéres et
nous indiquons ce que chacune d’entre elles peut nous apporter. Tout d’abord, c’est
une représentation linéaire d'un groupe fini. Ce groupe agit par permutation des
vecteurs de la base, mais c’est aussi une représentation du groupe symétrique. Ces
deux derniéres caractéristiques suggérent des approches trés différentes, voire in-
compatibles et il est difficile de dire laquelle est la plus importante. Tout au long
de cette partie, nous serons amenés a exploiter tantdt I'une, tantot 'autre, selon les
problémes abordés. Enfin, lorsque n est pair, ¢’est un sous-groupe du groupe spécial
lintaire SLcz (C).

Le chapitre 11 est consacré & la recherche de systémes fondamentaux d’inva-
riants. Nous commencons par présenter les principales techniques et outils que nous
avons a notre disposition. Nous montrons en particulier que « les graphes simples
n’engendrent pas tous les multigraphes ». Ceci répond par la négative a une question
posée par Pouzet. Comme nous ’avons dit, il est difficile d’obtenir des informations
a priori sur les systémes générateurs minimaux. De plus, il n’existe pas de méthode
générale de recherche, et les algorithmes sont trés cotiteux. En revanche, il existe
d’autres systémes générateurs qui exploitent beaucoup mieux la structure de 1’al-
gebre. Un tel systéme est composé d’invariants primaires et secondaires, en fonction
desquels tout polyndme invariant s’exprime de maniére canonique. Dans la plupart
des cas ce systéme est loin d’étre minimal. D’un autre coté, on peut avoir beaucoup
d’informations a priori sur eux uniquement en étudiant la série de Hilbert. Cela
permet en particulier d’obtenir des bornes sur la taille et les degrés d’un systéme
générateur minimal. Enfin, il existe des outils et des algorithmes de construction.
Certaines variantes de ces algorithmes permettent d’extraire un systéme générateur
minimal au fur et & mesure de la construction.

Nous nous intéressons d’abord aux invariants primaires. Le choix classique (les
polynomes symétriques élémentaires) est sous-optimal, car il impose un trés grand
nombre d’invariants secondaires. Nous proposons un autre ensemble de polynomes
qui, selon notre conjecture, devrait étre un systéme d’invariants primaires. Si c¢’est
le cas, cela réduit considérablement le nombre d’invariants secondaires. On obtient
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alors une bien meilleure majoration de la taille d’'un systéme fondamental d’inva-
riants, et surtout des degrés des polynémes d’un tel systéme. Nous avons pu montrer
notre conjecture, par le calcul, jusqu’a n = 5. Au dela, nous étayons notre conjecture
sur une étude de la série de Hilbert, en nous appuyant sur une conjecture de Mallows
et Sloane [MS73, Dix91].

Dans la section 11.4,nous détaillons les voies que nous avons suivies pour re-
chercher des invariants secondaires. Nous nous sommes en particulier intéressés a
une recherche par ordinateur dans les petits cas. Comme nous ’avons mentionné
ci-dessus, le cas n = 4 (6 variables, 6 invariants secondaires de degré allant jusqu’a
9') ne pose pas de probléme particulier et a déja été traité dans la littérature. Il est
probablement impossible d’obtenir par le calcul de résultat complet pour n =6 (15
variables, 3628800 invariants secondaires de degré allant jusqu’a 60) et au dela. Nous
nous sommes donc concentrés sur le cas limite n = 5 (10 variables, 720 invariants
secondaires de degré jusqu’a 22).

Une application directe des logiciels existants ne permet pas d’aller trés loin.
Nous avons donc réimplémenté les algorithmes pour utiliser certaines propriétés
spécifiques de notre algébre d’invariants. Nous ne pensons pas pouvoir donner un
systéme complet d’invariants secondaires pour n > 5. En revanche, nous avons déja
des résultats partiels intéressants. En particulier, pour n = 5, nous avons construit
un systéme de polynomes invariants, composé uniquement de multigraphes avec
des sommets isolés, qui est trés certainement un systéme générateur minimal ; cela
prouverait que les polyndémes invariants sont tous algébriquement reconstructibles.

Nous présentons au chapitre 9 quelques propriétés du corps des fractions inva-
riantes, et nous expliquons pourquoi nous avons plutét travaillé sur I'anneau des
polynoémes invariants.

Enfin, dans le chapitre 12, nous étudions certaines algébres d’invariants proches
(algébre des invariants sur les digraphes, algébre des graphes simples, algébre des
foréts, etc.). Nous montrons en particulier que de méme que 'algébre des invariants
sur les graphes, I’algébre des invariants sur les digraphes n’est pas engendrée par les
digraphes simples. Ceci infirme un lemme de Grigoriev |Gri79, Lemma IJ.

1Cf. annexe A pour quelques statistiques sur I’algébre des invariants, sous forme de tables et de
graphiques
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Chapitre 8

(Généralités sur les algébres d’invariants

Ce chapitre présente une synthése des principales propriétés de ’algébre des inva-
riants sur les graphes que I'on définit comme suit. Soient ({Z{12}, Z{13}, - Tfnn-1})
un ensemble de Ci variables indexées par les paires de {1,...,n}. Le groupe symé-
trique &,, agit naturellement sur ces variables par ox(; ;3 = T{s(i),0(j)}- Cette action
est le pendant de la représentation du groupe symétrique sur ’espace vectoriel des
graphes valués que nous avons vu dans la premiére partie. Soit C[xy; ;;] I'algébre des
polynomes en ces variables. L’action de &,, sur ces variables s’étend sur C[xy; j1], et
on considére le sous-ensemble C[x; 1] des polynomes de C[xy; ;] invariants par
laction de &,,. Comme la somme et le produit de deux polynémes invariants sont
clairement invariants, 'ensemble C[xy; ;1] est une algébre, que I'on appelle algebre
des invariants sur les graphes .

Nous avons cherché dans la littérature ce que 1’on pouvait déduire de chaque
caractéristique de la représentation de &,, sur les graphes valués : représentation
linéaire d’un groupe fini, représentation par permutation, représentation du groupe
symétrique, etc. L’objectif de notre exposé est de rester simple, en évitant autant
que possible le formalisme non indispensable. Pour cela, nous avons omis un certain
nombre de détails techniques. En revanche, nous proposons au fur et & mesure des
références auxquelles le lecteur pourra se reporter. De nombreux points seront aussi
repris dans les chapitres ultérieurs.

Dans toute cette partie, nous prenons C comme corps de base. La plupart des
résultats s’étendent & n’importe quel corps de caractéristique zéro. Lorsque ce n’est
pas le cas, par exemple lorsque le corps doit étre algébriquement clos, nous le men-
tionnons explicitement.

8.1 Invariants d’une représentation d’un groupe fini

8.1.1 Introduction et références

La premiére caractéristique de la représentation du groupe symétrique sur les
graphes est d’étre une représentation linéaire d'un groupe fini. Fixons les notations.
Soient V' = (eq, ..., €,)c un espace vectoriel de dimension m, et G un groupe fini
agissant linéairement sur V. Soit C[x] = C[zy, ..., z,] anneau des polynoémes sur
V. On considére ensemble C[x]“ des polynémes de C[x] invariants par 'action de
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G. Cet ensemble est naturellement stable par addition et multiplication et forme
donc une sous-algébre de C[x], que I'on appelle algébre des invariants. Dans notre
cas, G est le groupe symétrique &, les e; sont les arétes du graphe complet que 'on
a énuméré dans un ordre quelconque et m = Ci.

Pour une introduction aux algébres d’invariants de groupes finis, nous conseillons
[CLO97, Chapitre 7|. Nous avons apprécié 'article de synthése [Sta79] qui est ac-
cessible et trés complet. [Smi97] est un autre article de synthése plus récent. Pour
une approche algorithmique, il y a I'incontournable livre de Sturmfels [Stu93|, mais
aussi les articles de Kemper [Kem96, Kem98b| qui a implémenté concrétement ces
algorithmes [Kem93|. Enfin, Dixmier [Dix91| propose plusieurs études a la main de
petits cas.

8.1.2 Graduation et série de Hilbert
Graduation

De nombreux problémes sur 1’algébre des invariants peuvent se ramener a de
lalgébre linéaire en dimension finie. Soient en effet P un polyndme de degré d et o
un élément du groupe. Comme 'action de o est linéaire, le degré de P est préservé :
d(P) = d(o.P). Par exemple, si P est le polynome xy? et o la transformation linéaire
r=u-+0v,Yy=u—0v,00a

o.P=ocxy’ = (u+v)(u—v)?=u*+0v>—uw?— v
L’action du groupe sur Ialgébre des polynomes C[x] se décompose donc sur chaque
composante homogéne C|x|; de degré d. On en déduit, en particulier, quun poly-
nome est invariant si, et seulement si, toutes ses composantes homogénes le sont.
Soit C[x]§ lensemble des polynomes invariants homogeénes de degré d. C’est un
sous-espace vectoriel de C[x]y4, donc de dimension finie, et on a la proposition :

Proposition 8.1.1.
L’algebre des invariants est une sous-algébre graduée de C[x] :

Clx]“ = P CxS.

Série de Hilbert

L’algébre des invariants commence déja a prendre un peu de structure. En parti-
culier, nous pouvons la mesurer, en considérant la dimension de chacun des espaces
vectoriels C[x]§. La série de Hilbert n’est rien d’autre que la série génératrice de ces
dimensions.

Définition 8.1.2 (Série de Hilbert).
Soit A = @dzo Ay une algebre graduée. On appelle série de Hilbert de A la série
génératrice des dimensions des composantes homogénes de A :

H(A z) =) dim(Ag) 2"

Lorsque A est une algébre d’invariants, on appelle aussi cette série, série de Molien
ou série de Poincaré.
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Le théoréme suivant indique qu’il suffit de connaitre les matrices de représenta-
tion des éléments du groupe pour calculer la série de Hilbert !

Théoréme 8.1.3 (Molien 1897).

G — 1 !
"2 = 151 2 Sera—an)

Cette formule peut étre raffinée pour obtenir un calcul efficace (voir section 10.3).

8.1.3 Opérateur de Reynolds

Le calcul de la série de Hilbert, et plus généralement les calculs de caractéres de
groupe fini, reposent sur une idée de moyenne sur le groupe. Cette idée peut aussi
étre utilisée pour construire les polyndémes invariants par symétrisation de polynoémes
quelconques.

Définition 8.1.4 (Opérateur de Reynolds).
On appelle opérateur de Reynolds [application :

Clx] — C[x]¢

¥y . . 1
« Ty PHP:@ZU-P

oceG

On note que la caractéristique zéro est essentielle pour pouvoir définir cet opé-
rateur (on pourrait cependant se contenter d’une caractéristique ne divisant pas
I'ordre du groupe). L’opérateur de Reynolds a les propriétés suivantes

Propriétés 8.1.5.
— « *» est linéaire, i.e. (A\1p1 + Aap2)™ = Aip + \aph pour tout p1,ps € C[x]| et
A1, Ag € C,
~ « *» est une projection sur C[x]%, ie. p** = p* et Im(x) = C[x]%,
— « *» est un homomorphisme de C[x]%-modules, i.e. (I.p)* = I.p* si I € C[x]®
et p € Clx].

8.1.4 Systémes générateurs, syzygies et géométrie des orbites
Finitude des systémes générateurs

Nous allons maintenant énoncer le théoréme fondamental de la théorie des inva-
riants.

Définition 8.1.6 (Algébre de type fini).
Une algébre est de type fini si elle admet un systeme générateur fini.

Théoréme 8.1.7 (Hilbert 1890 / Noether 1916 [Stu93, p. 26-27] ).
L’algeébre des invariants est de type fini. Elle est engendrée par les Gy | polynomes
invariants homogénes de degré inférieur & |G|.
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La démonstration originale de Hilbert repose essentiellement sur la graduation
de Talgébre et 'opérateur de Reynolds (voir § 11.1.2); elle ne donne pas la borne
sur le degré. La démonstration de Noether est basée sur 'opérateur de Reynolds et
le théoréme fondamental des fonctions symétriques. Cette démonstration s’applique
en fait de maniére plus générale, la graduation ne servant en effet qu’a obtenir la
borne sur le degré.

Théoréme 8.1.8 (Noether[VAW91, p. 279]).

Soit A une algeébre de type fini sur un corps K, et G un groupe fini d’automorphismes
de A tel que la caractéristique de K ne divise pas lordre du groupe G. Alors la sous-
algebre A des invariants est de type fini.

Définition 8.1.9.
On appelle borne sur les degrés d’un systéme générateur [’entier

B(C[x]Y) = min {d, C[x|® est engendré par les polynomes de degré < d}.

On vérifie qu’il s’agit du plus grand degré d’un polyndéme dans un systéme gé-
nérateur minimal. Dans le cas de l'algébre des invariants sur les graphes, nous le
noterons (3(n) := ¢ (Clx,;3]%").

Il est trés important d’obtenir une majoration fine de [3(n), en particulier pour
des raisons algorithmiques. Dans le cas général d’un groupe fini, la borne donnée par
le théoréme 8.1.7 est optimale, car elle est atteinte pour les groupes cycliques. On
peut Paméliorer pour les groupes non cycliques (voir [Sch91] et [DK97]). Dans notre
cas, cette borne est trés grossiére (3(n) < |G| = n!), et nous pourrons I"améliorer
drastiquement.

Systémes minimaux de générateurs

La qualité d’algébre graduée de type fini suffit pour donner une certaine canoni-
cité aux ensembles minimaux de générateurs homogénes. Tout ce qui est dit ici est
valable dans n’importe quelle algébre graduée A sur un corps K de caractéristique
quelconque, telle que Ay = K.

Définition 8.1.10 (Ensemble minimal de générateurs).
Soit B un ensemble de polyndomes invariants. B est un systéme minimal de généra-
teurs si C[x|% est engendré par B, mais par aucun sous-ensemble strict de B.

Par la suite, et sauf mention contraire, tous les systémes de générateurs que
nous considérerons seront des systémes de générateurs homogénes. Dans un espace
vectoriel, il n’y a pas unicité de la base, mais par contre la taille d’'une base est
fixée. De méme ici, le nombre et les degrés des polynémes dans un systéme minimal
de générateurs sont entiérement déterminés. Cependant, il n’existe pas de méthode
générale pour connaitre ces degrés a priori, sans calculer explicitement un systéme
de générateurs minimal.

Proposition 8.1.11.

Soient {p1,...,pr} et {q1,...,q} deux systémes minimauz de générateurs. On sup-
pose de plus qu’ils sont triés par degré croissant. Alors, k = | et pour tout i, les
polyndmes p; et q; sont de méme degré.
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Nous reviendrons de maniére plus approfondie sur cette proposition au § 11.1.
Nous verrons que 'opérateur de Reynolds et la connaissance d’une borne sur le degré
permet de définir un premier algorithme de recherche d’invariants minimaux (voir
§ 11.1.1). Notons que cet algorithme termine en théorie, mais qu’il est inutilisable
dans la pratique. Par contre, il existe des algorithmes beaucoup plus efficaces, qui
exploitent la structure trés forte de 1'algébre des invariants (voir § 8.1.5).

Relations entre les générateurs

Pour étudier plus précisément la fagon dont I'algébre est engendrée, il faut étudier
les syzygies entre les générateurs.

Définition 8.1.12 (Syzygie).

Soit F = (fi1,..., fx) un ensemble de générateurs de 'algebre C[x|C des invariants.
On appelle syzygie ou relation algébrique entre les f; un polynome h tel que
h(fla"'7f/€) =0

On note Ir l'ensemble des syzygies entre les f;.

Théoréme 8.1.13 ([CLO97, ch. 7, § 4]).
— L’ensemble Ir des syzygies entre les f; est un idéal premier.
~ Soit p un polynéme de C[x|%. Supposons que p = h(fy,..., fr) soit une ex-
pression de p en fonction des générateurs. Alors, toutes les expressions de p
en fonction des générateurs sont de la forme

p:h(flvafk>+g(f177fk)
ot g est dans Ip.

Considérons le morphisme de I'algébre libre Clyy,...,yx] sur k variables dans
C[x]% qui associe f; a y;

or = {C[yl,...,yk] — Ci¢
Yyi — fi

Par définition, ce morphisme est surjectif et son noyau est 1'idéal des syzygies Ip.
L’algébre des invariants est donc isomorphe au quotient de 'algébre libre par I’idéal
des syzygies .

Géométrie de I’espace des orbites

La connaissance d’un systéme générateur et de ses relations a une conséquence
géomeétrique trés intéressante. Elle permet en effet de donner une structure de variété
algébrique a I'espace des orbites. Il sera ici essentiel que le corps soit algébriquement
clos, de sorte que la dualité algébre/géométrie fonctionne correctement.

Le théoréme suivant indique que ’algébre des invariants sépare les orbites de V.

Théoréme 8.1.14 (J[CLO97, ch. 7, § 4], [Stu93, p. 16]).

Soient v et v/ deuz vecteurs de V. Si v et v/ sont dans la méme orbite, ils donnent
la méme valeur a tous les polyndémes invariants. La réciproque est aussi vraie, ¢’est-
a-dire que si v et v' ne sont pas dans la méme orbite, il existe un polynéme invariant

p tel que p(v) # p(v').
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La finitude du groupe est ici essentielle. L’idée de la démonstration est que,
étant donnés deux ensembles finis de vecteurs {vy,..., v} et {wy,..., w;}, on peut
construire un polynéme nul sur les v; et valant 1 sur les w;. On applique alors
I'opérateur de Reynolds pour obtenir un polynome invariant. En termes algébriques
on peut aussi se contenter de rappeler qu’'un ensemble fini de points est un fermé
pour la topologie de Zariski.

Bien entendu, ce théoréme reste vrai pour une famille (f;) quelconque qui en-
gendre l'algébre des invariants : deux vecteurs sont dans la méme orbite si, et
seulement si, ils donnent la méme valeur & tous les polynomes f;. Les f; forment
donc un systéme complet d’invariants dans le sens usuel de la théorie des graphes
(voir [RC77]). Dans ce contexte, le théoréme fondamental de la théorie des inva-
riants 8.1.7 nous assure de l’existence d’un systéme d’invariants polynomiaux com-
plet et fini.

De plus, les f; permettent de définir I'espace des orbites comme une variété
algébrique. Soit W 'application qui, & un vecteur v, associe la liste des k valeurs que
prennent les f; sur v.

B vV — CFk
V= { v (V). fov)

Les polynomes f; sont invariants et ¥ est donc définie sur les orbites de V. L’ap-
plication W est alors injective. Soit maintenant Vi la sous-variété de C* définie par
I'idéal des syzygies de F'. Si h est une syzygie et v un vecteur de V', on remarque
que

h(¥(v)) = h(f1(v),..., fu(v)) = h(f1,- ., fo)(v) = 0.

Donc I'image de ¥ est inclue dans la variété Vp. Le théoréme suivant décrit alors
complétement la structure de 'image de ¥ dans CF.

Théoréme 8.1.15 ([CLO97, ch. 7, § 4]).
U est une bijection des orbites de V' sur Vi. De plus, Vi est une variété irréductible.

Notons qu’il est indispensable que le corps soit algébriquement clos pour que W
soit surjective. Sur R, par exemple, ce n’est plus le cas. ['image de ¥ est alors un
sous-ensemble de Vi défini par un ensemble d’inégalités larges. On pourra consul-
ter [Sch96] pour plus de détails, en particulier sur les techniques pour établir ces
inégalités.

En conclusion, cette machinerie permet de plonger 1’espace des orbites comme
sous-variété irréductible d’'un CF. L’algébre des invariants est 'anneau des coordon-
nées de cette sous-variété. De plus, nous avons vu (proposition 8.1.11) que tous les
systémes générateurs minimaux ont méme cardinal. On en déduit que ’on peut défi-
nir de maniére canonique le plus petit k tel que 'espace des orbites se plonge comme
sous-variété algébrique de C*.

Généralisations

On remarque que, pour pouvoir définir 'opérateur de Reynolds, il suffit que la
caractéristique du corps ne divise pas |G|. Tant que cette condition est vérifiée, la
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plupart des théorémes se généralisent sans probléme sur des corps autres que C, car
ils sont essentiellement basés sur 'existence de cet opérateur. Il existe maintenant
aussi une théorie assez compléte pour le cas modulaire, mais elle est plus complexe.
Nous avons pris le parti de ne pas I’'aborder et, comme notre groupe est d’ordre n!,
de nous placer directement en caractéristique 0. Nous préciserons les théorémes
pour lesquels nous avons besoin d’éventuelles propriétés supplémentaires (cloture
algébrique, etc.).

Notons aussi que 'opérateur de Reynolds peut aussi étre défini sur certains
groupes infinis a 'aide d’une mesure et d’intégrales. Voir par exemple [Stu93, p. 27|
pour plus de détails.

Invariants relatifs

Nous renvoyons a [Sta79] pour une définition précise des composantes isotypiques
de 'algébre des polynomes. L’idée est simplement de décomposer cette algébre en
composantes irréductibles vis-a-vis de 'action de G, puis de regrouper entre elles les
composantes isomorphes.

Notation 8.1.16 (Composantes isotypiques de ’algébre des polynomes).
Soient U un G-module et x un caractere irréductible de G. Ce caractére x définit une
représentation irréductible de G a isomorphie prés. On note (C[U]f la composante
isotypique correspondante de C[U|. Les polynémes de C[U]g sont dits invariants
relatifs au caractére .

Par exemple, si € est le caractére de la représentation triviale du groupe, la
composante isotypique correspondante est tout simplement 1’algébre des polynomes
invariants :

On note que la décomposition en composantes isotypiques C[U] = @XC[U]E est
unique. Les propriétés de ces composantes sont étudiées en détail dans [Sta79]. On y
trouve en particulier une généralisation de la formule de Molien pour calculer leurs
séries de Hilbert [Sta79, p. 479] :

_ 1 X(M)
H(C[x]{,2) = X(l)@ MXG:G dot(Id —= 1)

Nous verrons plus loin (théoréme 8.3.5) que 1’étude de ces séries de Hilbert permet
de montrer que la répartition entre les composantes isotypiques est bien caractérisée.
De fait, 'espace des polynomes est une somme directe de copies de la représentation
réguliére du groupe.

Il y a une dualité entre les invariants et les invariants relatifs au caractére
¢ := det ™. Cette dualité apparait dans I'expression de la série de Hilbert [Sta79,
p. 479] :

H(C[x]®, %) = (-1)"2"H(CXS, 1, 2). (8.1)



8.1.5 L’algébre des invariants est de Cohen-Macaulay

L’article de synthése de Kemper [Kem98b| donne une trés bonne présentation de
ce qui va suivre, en particulier d’un point de vue algorithmique.

Dimension de Krull de I’algébre des invariants

On rappelle que la dimension de Krull d’'une algébre A est le plus grand entier &
tel qu’il existe k éléments pq, ..., pp de A algébriquement indépendants. Par exemple,
la dimension de Krull de anneau C[x] des polynomes est le nombre m de variables
de C[x].

Théoréme 8.1.17 (Noether 1916).
La dimension de Krull de Ualgebre des invariants est la dimension m de [’espace
vectoriel V' ou, autrement dit, le nombre de variables de C[x].

Une algébre A est entiére sur une sous-algébre B si tout élément p de A vérifie
une équation de la forme

pk+041pk*1+-~-—|—04k:0,

ot les «; sont dans B. En particulier, les éléments p de A sont algébriques sur B.
Une des propriétés fondamentales de la dimension de Krull est que, si une algébre
A est entiére sur une sous-algébre B, alors A et B ont méme dimension de Krull.

Lemme 8.1.18.
L’algébre C[x| des polynémes est entiere sur Ualgebre C[x]|% des polynomes inva-
riants.

Démonstration. La démonstration de ce lemme utilise le méme artefact que la dé-
monstration du théoréme 8.1.7. Soit p un polynéme quelconque de C[x]. On considére
le polynome P en la variable ¢

P = H(t — 0.p).

ceG

On développe P par rapport a t pour le mettre sous la forme :
P=t%4 a1 4 g

Comme P est clairement invariant par I’action de G, chacun des coefficient «; est
un polynome invariant de C[x]“. De plus, par construction, P(p) = 0. O

Dans notre cas, comme le groupe G agit par permutation des variables, on peut
aussi se contenter de remarquer que les m polynomes symétriques élémentaires en
les variables x1, ..., x,, sont, d’une part, invariants et, d’autre part, algébriquement
indépendants.

106



Décomposition de Hironaka

Nous avons vu qu’il était difficile d’avoir a prior: des informations sur la taille
et les degrés d'un systéme générateur minimal. Il existe des systémes générateurs,
habituellement plus grands, mais sur lesquels on peut recueillir beaucoup d’infor-
mations a priori. De plus, ces systémes donnent une structure trés forte a I’algébre
des invariants. Un polynéme invariant quelconque peut s’écrire de maniére cano-
nique en fonction des générateurs. En outre, les relations entre les générateurs ont
une forme bien déterminée. Enfin, on peut exploiter cette structure pour accélérer
considérablement la construction d’un systéme générateur.

Dans le cas le plus simple, ’algébre des invariants est engendrée par m poly-
nomes invariants algébriquement indépendants. Par exemple, les polynémes symé-
triques en m variables sont engendrés par les polynémes symétriques élémentaires.
Il n’y a alors pas de relations entre les générateurs, et I'écriture d’un polynoéme en
fonction des générateurs est unique, comme souhaité. Les groupes de matrices dont
les algébres d’invariants ont cette propriété sont entiérement caractérisés.

Définition 8.1.19 (Pseudo-réflexion).
Une pseudo-réflexion est une matrice ayant eractement une valeur propre simple
différente de 1.

Théoréme 8.1.20 (Shepard, Todd, Chevalley et Serre [Sta79, p. 486]).
Soit G un groupe de matrices fini. L’anneau des invariants de G est engendré par
des polyndomes nvariants algébriquement indépendants si, et seulement si, G est
engendré par des pseudo-réflexions.

Nous verrons que, pour n > 4, le groupe de matrices correspondant a la repré-
sentation de &,, sur les graphes valués ne contient pas de pseudo-réflexions (voir
lemme 8.4.2). L’algébre des invariants sur les graphes n’est donc pas engendrée par
des invariants algébriquement indépendants. En revanche, a défaut d’étre de la forme
Cl#y,...,0,)], Ialgébre des invariants admet une décomposition dite décomposition
de Hironaka

t
Clx]” = Eni.Cl6s, ..., 0,
=1

ou les 60; et les 7; sont homogeénes et les 6; algébriquement indépendants (voir fi-
gure 8.1 page suivante). Autrement dit, si I’'on considére les polynomes de C[0y, ..., 0,,]
comme des scalaires, ’algébre des invariants est la somme directe finie des « droites »
engendrées par les 7;. On dit que C[x]“ est un module libre de type fini sur la sous-
algebre C[fy,...,0,,]. Les polynomes 0y, ...,0,, sont appelés invariants primaires
et les polynomes 1, ...,n; tnvariants secondaires. Notons tout de suite que ni les
invariants primaires, ni les invariants secondaires ne sont canoniques.
Pour résumer :

Définition 8.1.21 (Algébre de Cohen-Macaulay).
Une algebre est dite de Cohen-Macaulay si elle admet une décomposition de Hiro-
naka.

Théoréme 8.1.22 ([Sta79, p. 481], [Stu93, ch. 2.3]).
L’algebre des polynomes invariants C[x]% est de Cohen-Macaulay.
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4P N3

F1G. 8.1 — Décomposition de Hironaka de 1’algébre des invariants
Le bloc le plus a gauche est I'algébre engendrée par les primaires. L’idéal engen-
dré par les primaires est en grisé. Les polynomes n;,n;y1,n;1o sont une base d’un
supplémentaire de cet idéal dans ’espace des polyndémes invariants homogénes de
degré d.

Calculs dans une algébre de Cohen-Macaulay

La connaissance d’une décomposition de Hironaka présente plusieurs avantages.
Tout d’abord, comme la somme est directe, tout polynéme invariant p s’écrit de
maniére unique sous la forme

P1(01, . . .,Hm).m + -+ Pt(91, e ,em).’l’]t

ou Pi,..., P, sont des polynémes. En quelque sorte, les 7; forment une base des
polyndémes invariants et les coordonnées de p sont les polyndémes P;. Le calcul dans
cette base de la somme de deux polynémes p et ¢ est bien entendu trivial :

p+q: P1(01776m)7]1 ++-Pt(91776m>77t
+ 101, ..., 0m) 4+ Qu(O1, ..., 0p).m
=(PL+Q1)01,...,00)m+ -+ (Po+Q)(01,...,0m)m

De méme, comme pourra le vérifier le lecteur, il suffit de connaitre la table de
multiplication des 7; pour pouvoir calculer n’importe quel produit dans cette base.
Il est en effet aisé de calculer pq sil’on connait ’écriture des produits 7;7; dans cette
décomposition :

nin; = Pi,j,1<017 e >9m)-771 +- Pi,j,t(‘gb e >9m)-77t- (8.2)

Enfin, ces régles de multiplication définissent certaines syzygies (relations algé-
briques) entre les générateurs. On montre facilement qu’elles s’obtiennent toutes de
cette facon! Pour étre précis, I'idéal des syzygies est engendré par les relations 8.2.
En résumé, la connaissance d’une décomposition de Hironaka et de la table de
multiplication correspondante donne une description trés compléte de ’algébre.

108



Systémes de paramétres

Voyons maintenant comment se caractérisent les invariants primaires et secon-
daires d’'une décomposition de Hironaka. Pour cela, nous avons besoin d’une derniére
définition.

Définition 8.1.23 (Systéme de paramétres homogénes).

Un ensemble de m polynomes invariants homogénes 01, ...,0,, est un systéme de
parameétres homogénes ou systéme de parameétres, si ['algébre des invariants est un
module libre de type fini sur C[0y,...,0,], autrement dit, si 01, ...,0,, apparaissent
comme invariants primaires dans une décomposition de Hironaka de C[x]°.

On peut caractériser comme suit les systémes de paramétres :

Caractérisation 8.1.24.
Un ensemble de m polynomes invariants homogenes est un systeme de parametres
si, et seulement si, 0 est la seule solution dans C™ commune a tous les polyndémes.

Sturmfels propose un test mécanique basé sur un calcul de base de Grobner.

Proposition 8.1.25 ([Stu93, Subroutine 2.5.2]).

Soit p1,...,pm un ensemble de polynomes invariants homogeénes. Soit G une base
de Grébner de l'idéal (py, ..., Pm)cix, pour un ordre monomial quelconque. La seule
solution de p1 = ps = -+ = pm = 0 est 0 si, et seulement si, pour toute variable x;,

4 d; . : . 0
un mondéme de la forme x;* apparait parmi les mondmes initiauzr de G.

Notons tout de méme que, si cette caractérisation est simple sur le papier, elle
est cotiteuse dans la pratique. Le calcul de base de Grobner peut en effet devenir
rapidement impraticable (il y aura au § 11.3.1 une discussion sur le sujet, basée sur
notre expérience avec 1'algébre des invariants sur les graphes). En dehors de cela, il
n’y a pas de méthode générale pour traiter ce genre de problémes.

Invariants secondaires

Fixons maintenant un systéme de paramétres (0y,...,60,,). Il suffit de connaitre
les degrés des polynomes qui le composent, pour avoir des informations a priori sur
les secondaires. On peut par exemple calculer leur nombre et leurs degrés a partir
de la série de Hilbert.

Théoréme 8.1.26 ([Sta79, § 3]).

Soit (01,...,0,) un systéme de parameétres de degrés respectifs dy,...,dy,, et soit
(M1, ..., me) un systéme d’invariants secondaires de degrés respectifs es, ..., e.. Enfin,
soit p le plus petit degré d’un polynome invariant relatif au caractére det™ . On a :

S = HEVIE 2)(1 - =) (1= o)

didy .. .dy,
|Gl
ep=dy+dy+ -+ dy—m—p

t =
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On montre la premiére formule en remarquant que la série de Hilbert de la
composante 7;.C[01,...,0,,] est

A

(1—z0). (1 — zdm)

et que la série de Hilbert d’une somme directe d’espaces est la somme des séries de
Hilbert de ces espaces. La seconde formule se déduit de I’étude asymptotique de la
série de Hilbert lorsque z tend vers 1. Pour la derniére formule on utilise la dualité
entre invariants et invariants relatifs au caractére det™, donnée par I’équation 8.1.
Pour plus de détails, voir [Sta79, § 3|.

Ce théoréme donne une majoration de la borne sur les degrés d’un systéme
générateur

Les secondaires sont caractérisés comme suit :

Caractérisation 8.1.27.

Soit (01, ...,0,,) un systéeme de parametres de C[x|%. Soit (01,...,0,,) lidéal qu’ils
engendrent dans C[x|®. Les polynoémes (n1,...,n;) forment un systéme d’invariants
secondaires si, et seulement si, (ny,...,m) est une base de l'espace vectoriel quotient

Cx|%/ (01, ..., 0).

Démonstration. On procéde degré par degré, le principe de la démonstration appa-
raissant clairement sur la figure 8.1 page 104. O

Il existe des algorithmes pour calculer des systémes d’invariants secondaires
(voir [Stu93, Kem98b|). Ces algorithmes sont implémentés dans la plupart des sys-
témes de calculs dans les anneaux d’invariants [Kem93, Kem96|. De plus, il est
possible d’extraire de ces systémes, des systémes générateurs presque minimaux :

Définition 8.1.28 (Systéme d’invariants secondaires irréductibles).

On appelle systéme d’invariants secondaires irréductibles un sous-ensemble S d’un
systeme d’invariants secondaires, minimal pour linclusion, tel que tous les autres
polynomes secondaires s’expriment comme combinaison polynomiale des éléments
de S et des primaires.

Soit S la réunion d’un systéme (6, ..., 0,,) d'invariants primaires et d’un systéme
d’invariants secondaires irréductibles correspondant. C’est un systéme générateur
de I'algebre des invariants, qui est minimal pour I'inclusion parmi tous les systémes
générateurs contenant (61,...,60,,). On peut modifier, sans surcott notable, les al-
gorithmes de calculs d’invariants secondaires pour qu’ils donnent un tel systéme
d’invariants secondaires irréductibles comme sous-produit (voir [Kem96).

8.2 Invariants d’une représentation par permutation

8.2.1 Introduction et références

La deuxiéme caractéristique fondamentale de notre représentation est d’étre une
représentation par permutation. A priori, 'intérét de l'utilisation des polyndomes
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invariants est de traduire et de traiter algébriquement des problémes sur certains
objets combinatoires (ici les graphes). Nous allons voir que, réciproquement, un cer-
tain nombre de questions sur 'algébre des invariants ont des interprétations com-
binatoires et peuvent étre traitées avec des outils combinatoires. Ne risquons-nous
pas de tourner en rond 7 Probablement pas. Ce va-et-vient entre les deux langages
permet d’envisager les questions sous plusieurs angles; il permet aussi de trouver
des liens entre des problémes a l'intérieur d’'un méme langage, que ’on n’aurait pas
remarqués sans ce détour.

Cette interaction entre algébre et combinatoire est bien mise en valeur dans les
articles [Sta79, § 10] et [GS84]. Dans [Stu93|, Sturmfels consacre aussi quelques pages
aux algorithmes particuliers pour les représentations par permutation.

8.2.2 Définitions et propriétés

Définition 8.2.1 (Représentation par permutation).

Soit 'V une représentation d’un groupe G. La représentation V est dite par per-
mutation s’il existe une base (ei,...,e,) de V telle que G agisse en permutant
les éléments de cette base. G est alors un sous-groupe du groupe S, de toutes les
permutations de {1,...,m}, et on dit que G est un groupe de permutations.

Par exemple, la représentation naturelle du groupe symétrique &, sur C™ est
une représentation par permutation des vecteurs de la base canonique. De méme, la
représentation du groupe symétrique &,, sur espace vectoriel des graphes (e ;;)c
est une représentation par permutation de la base des arétes.

Nous allons commencer par une remarque trés simple, mais fondamentale, car elle
donne une interprétation combinatoire des polynomes et des polynémes invariants.
En particulier, cela nous donnera une écriture concise et visuelle des polynomes
invariants et donc un support concret & I'intuition. On peut identifier un monome
xi\l .. .xﬁ{” avec le vecteur a coordonnées entiéres positives Aj.e; +---+ \,,.€,,. Dans
notre cas, un mondme est donc un multigraphe. De ce point de vue, un polynéme
invariant devient une combinaison linéaire de multigraphes & isomorphie prés. Cette
identification se comporte par exemple bien avec I’action du groupe.

On définit la forme d’un multigraphe comme la liste (Ag, A1, Ag,...) ol \; compte
le nombre d’arétes valuées ¢ du multigraphe. Cette forme est préservée par 'action
du groupe symétrique.

Polynoémes symétriques

Définition 8.2.2 (Polynéme symétrique).

On appelle polynome symétrique un polyndme qui reste inchangé par toute permu-
tation des variables. Nous insistons sur la différence avec polynéme invariant pour
lequel on ne considére que les permutations qui sont dans G. Bien entendu un poly-
nome symétrique est a fortiori invariant.

Voici quelques exemples de polynomes symétriques.

Exemples 8.2.3.
— Fonctions symétriques puissances : pg =y, x;-i ;
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— Polynémes symétriques élémentaires : eq = Zi1<z‘2,...,z’d Tiy Tig - - - Tiy-
On rappelle le théoréme fondamental des polynomes symétriques.

Théoréme 8.2.4 ([Stu93, théoréme 1.1.1, p. 2|).

Les polynomes symétriques élémentaires de degrés 1,...,m sont algébriquement in-
dépendants, et engendrent ’algébre C[x]®™ des polynomes symétriques. Il en est de
méme pour les fonctions symétriques puissance de degré 1,...,m.

On remarque que I'on peut interpréter le polyndéme e; comme la somme de toutes
les exponentielles symétrisées de graphes a d arétes. De méme, si 'on se fixe une
forme A, la somme de toutes les exponentielles symétrisées de multigraphes de forme
A est un polynome symétrique.

Proposition 8.2.5 ([Stu93, théoréme 2.7.6, p 72]).
Les m polynomes symétriques élémentaires forment un systéme de paramétres. De
plus, on a

m)

= — el er = C2 —m,
|G

t
ot t est le nombre d’invariants secondaires, e; est le plus haut degré d’un invariant
secondaire, et m est le plus petit degré d’un polynome invariant relatif au signe ( i.e.
tel que 0.P = sign(o)P pour o € G).

La borne B(C[x|%) sur les degrés des générateurs est majorée par C2,.

Démonstration. Les polynomes symétriques élémentaires sont invariants, et véri-
fient la caractérisation 8.1.24. Il suffit d’appliquer le théoréme 8.1.26 pour obtenir
le nombre et le degré maximal des secondaires. On en déduit immédiatement la
majoration de la borne sur les degrés des générateurs. O

On peut donner concrétement un ensemble générateur. On appelle mondme sous
Pescalier un monome z7* ... xvm avec 0 < v; < i. Il y en a n!, tous de degré inférieur
aC?.

Théoréme 8.2.6 ([Stu93, théoréme 2.7.8, p. 73]).

L’algébre des invariants est engendrée par m!+m polynomes de degré inférieur a C2,.
1l s’agit, d’une part, des m polynomes symétriques élémentaires de degré 1 a m et,
d’autre part, des mondémes sous l’escalier symétrisés par l'opérateur de Reynolds.

Nous verrons aussi au § 10.3 que 'on peut calculer la série de Hilbert beaucoup
plus efficacement pour les groupes de permutations, en se ramenant & une énumé-
ration de Polya.

8.3 Imvariants d’une représentation non irréductible
du groupe symétrique

8.3.1 Introduction et références

Nous connaissons bien la représentation du groupe symétrique sur I’espace vecto-
riel des graphes, et, en particulier, la décomposition en étoiles et graphes 0-réguliers.
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Or, la théorie des représentations nous a habitués a appliquer 'adage « diviser pour
régner ». La démarche est de décomposer 'espace en composantes irréductibles,
d’obtenir des informations sur les invariants de chacune d’entre elles et enfin de les
regrouper. Cependant, pour les invariants, il n’est pas trivial de rassembler les ir-
réductibles et de maintenir la cohésion. Par exemple, Sturmfels pensait que 'on ne
pouvait pas exploiter cette décomposition. A notre connaissance, il n’y a que dans
I'article d’Aslaksen et al. [ACG96| que ce genre de technique a été utilisé.

Soit G' un groupe et V un G-module. Supposons que V se décompose en deux
sous-G-modules : V' = Vi +V5. Soient n, nl, n2 les dimensions respectives des espaces
V., Vi et V5. On obtient I'algébre de tous les polynémes sur V' en faisant le produit
tensoriel de I'algébre des polynomes sur V; par celle des polynémes sur V5 :

ClV] =C»] & C[V3].

Invariants primaires

Pour les invariants primaires, la démarche fonctionne bien, comme l'indique la
remarque suivante.

Remarque 8.3.1: Supposons que (611,...,61,,) (vesp. (021, ...,0,,)) soit un en-
semble d’invariants primaires pour Vi (resp. V3). Alors (011, ...,601,,021,...,02.,)
est un ensemble d’invariants primaires pour V.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la caractérisation 8.1.24. Soit x = X1 + X3 € V
tel que

0171<X) == 017n1 (X) = 6271()() = ..., 027n2(x) = O
On a alors 0y1(x1) = -+ = 01,,(x1) = 0 donc x; = 0. De méme x = 0. Donc
x = 0. Enfin, le nombre total d’invariants n; 4+ ny = n est bien égal a la dimension
de V. O

Dans la section 11.3.1, nous utiliserons cette décomposition pour la recherche
’
d’invariants primaires.

Invariants secondaires

En revanche, cela ne se passe pas aussi bien pour le reste des polynémes in-
variants. Le produit d’un invariant sur Vj par un invariant sur V5 donne bien un
invariant sur V.

Remarque 8.3.2: Si la représentation sur V; est la représentation triviale, on ob-
tient tous les polynémes invariants de V par produit tensoriel des invariants de V;

et de V5 :
C[V] = CW] ® C[V]9 = CIVi] ® C[V4]“.

Par contre, si Vi n’est pas la représentation triviale, on n’obtient pas forcément
tous les invariants de la sorte. Voici un exemple symptomatique :

Exemple 8.3.3.
Soit Sy = (id, t) le groupe symétrique sur deux éléments. Soit V et W deuzx espaces
vectoriels de dimension 1 engendrés par v et w. Prenons la représentation alternée
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de &y sur'V, c’est-a-dire la représentation telle que id.v =v et t.v = —v. De méme
pour W. Soient C[x]| et Cly] les algébres des polynomes sur V' et W. Les polynomes
invariants de C[x| sont 1, 22, x*, .... De méme les polynémes invariants de Cly]
sont 1, y%, y*, .... Par produit, on obtient les polynomes z°y*, x*y?, ... qui sont
bien invariants sur V& W. En revanche, le polynome xy est invariant sur V e W,
mais ne peut pas étre obtenu a partir des invariants sur 'V et W.

8.3.2 Une méthode de construction des invariants a partir de
la décomposition en irréductibles

En nous inspirant de [ACG96], nous proposons une méthode de construction des
invariants. Nous n’avons cependant pas encore réussi a 'appliquer complétement
a lalgébre des invariants sur les graphes. De maniére informelle, le principe est le
suivant. Soit p; (resp. p2) un polynéme sur I'espace vectoriel V; (resp. Va). Suppo-
sons que le groupe agisse de la méme facon sur p; et py. On peut alors faire une
convolution entre p; et po, de sorte que les deux actions s’annihilent. Le résultat de
cette convolution est un polyndéme invariant, et on peut obtenir de cette fagon tous
les polyndmes invariants.

Les représentations du groupe sur Vi et V5 induisent respectivement des repré-
sentations sur les espaces de polynomes C[V;] et C[V3].

Théoréme 8.3.4.
Les invariants de V' sont en bijection avec les morphismes de G-modules de C[V}]

dans C[V4].

Démonstration. Soient U; et Uy deux G-modules. On recherche les éléments inva-
riants de U; ® Uy. On rappelle que 'on peut toujours munir U; (et Us) d’un produit
scalaire invariant. Pour cela, il suffit de prendre un produit scalaire (.|.) quelconque
sur U; et de le rendre invariant en posant

* o, 1
(viw)* = €] Z(UV|JW).

ceG

Soit U, le dual de U;, que 'on munit de l'action o.v = vo o' Le produit scalaire
invariant fournit un isomorphisme de G-modules entre U; et U;. On a donc un
isomorphisme de G-modules :

Uy @ Uy — Uy @ Us
VI®Vy— V1 QVy
Or, un élément f de U; ® U, représente une application linéaire de U; dans Us.
Comme o.f = oo foo™!, I'application f est invariante si, et seulement si, f commute
avec I'action du groupe. Autrement dit, si f est un morphisme de G-modules de U,
dans Us. O

Il nous faut donc chercher les morphismes de G-modules de C[V;] dans C[V4].
Pour cela, il faut décomposer ces deux espaces en composantes isotypiques (voir sec-
tion 8.1.4). Le lemme de Schur assure alors que les composantes isotypiques de C[V;]
sont envoyées sur celles de C[V3].
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Il n’est pas nécessaire de décomposer toute I'algébre C[V] des polynémes. De
fait, les composantes isotypiques ont des propriétés proches de celles de ’algébre des
invariants. En particulier, elles admettent aussi une décomposition de Hironaka sur
les invariants primaires (6;). On peut donc se contenter de décomposer C[V]/(6;)
en composantes isotypiques. Le théoréme suivant décrit complétement a isomorphie
prés ce quotient.

Théoréme 8.3.5 ([Sta79, p.489]).

L’algébre des polynomes quotientée par les primaires, C[V]/{0;), est isomorphe a t
fois la représentation réguliere du groupe de matrices G, ou t est le nombre d’inva-
riants secondaires.

Note 8.3.6: La précision « groupe de matrices » est essentielle ici. Par exemple,
pour n = 4, la représentation de &, sur les graphes O-réguliers n’est pas fidéle. Le
groupe de matrices que 'on obtient est en fait isomorphe a G3. On obtient donc la
représentation réguliére de G3 et non celle de &,.

Cela fait partie des particularités du cas n = 4. A partir de n > 5, la représen-
tation est fidele sur les étoiles et les graphes O-réguliers.

La démonstration de ce théoréme n’est pas constructive. Elle repose entiérement
sur des considérations de dimensions, via I’étude des séries de Hilbert des invariants
relatifs.

La fin de la méthode consiste a localiser ces composantes isotypiques dans C[V;] et
C[V3], en donner des bases adaptées, construire les G-morphismes et, enfin, traduire
ces derniers en invariants avec le théoréme 8.3.4.

Quelques remarques sur P’application aux graphes

Dans notre cas, on prendrait a priori Vi = [n] @ [n — 1,1] et Vo = [n — 2,2].
La composante [n] correspondant au graphe complet est sans grande importance.
La représentation étant triviale, la rajouter revient simplement a prendre le produit
tensoriel des invariants par C[x| (voir remarque 8.3.2).

Au § 10.3 nous raffinerons le calcul de la série de Hilbert en une série multigra-
duée, de facon & obtenir plus d’informations sur la répartition des invariants entre
les deux composantes.

Nous pouvons donner quelques informations supplémentaires sur la composante
[n] & [n — 1,1]. 1l s’agit bien sir de la représentation naturelle du groupe symé-
trique par permutation des étoiles. Les polynomes invariants sont les polynomes sy-
métriques. On peut choisir comme invariants primaires les polynomes symétriques
élémentaires et le seul invariant secondaire est 1. Soit A le quotient de C[x] par les
primaires. D’aprés le théoréme 8.3.5, A est isomorphe a la représentation réguliére de
S,,. Il existe plusieurs bases simples de A en tant qu’espace vectoriel : monoémes sous
'escalier, monomes de descentes (voir [GS84], repris dans [Stu93, p. 73|). Cependant,
ces bases ne sont pas adaptées a la décomposition en composantes isotypiques. Gar-
sia et Stanton [GS84, p. 195] donnent un algorithme permettant de calculer une base
adaptée. Cet algorithme fonctionne en fait pour n’importe quelle représentation par
permutation de &,,. Mais nous ne savons pas s’il peut étre implémenté efficacement.

Quelques pistes pour construire cette base : utiliser comme guide le théoréme
de Lusztig [Sta79, p.490|, permettant d’exprimer combinatoirement la dimension de
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chaque composante isotypique par degré, et chercher les relations avec les polynémes
de Schubert [Mac91, Ker91].

8.4 Sous-groupes de SL,,(C) et algébres de Goren-
stein

8.4.1 Introduction et références

En plus des propriétés précédentes, nous avons remarqué que, lorsque n est pair,
notre représentation est un sous-groupe de SL,,(C). En revanche, lorsque n est
impair, c’est la représentation sur les graphes O-réguliers qui est un sous-groupe de
SL,,(C). La théorie nous indique alors que 'algébre des invariants correspondants
est de Gorenstein.

C’est — parait-il — une trés jolie propriété. Elle exprime une dualité dans cette
algébre, qui s’exprime apparait a plusieurs niveaux. Pour le moment, nous n’en
avons pas trouvé d’applications concrétes et ce qui suit est essentiellement d’ordre
esthétique. Nous indiquons cependant quelques conséquences qui pourraient s’avérer
utiles, en particulier pour la recherche d’invariants secondaires.

8.4.2 Quelques propriétés de la représentation sur les graphes

Nous avons besoin de quelques informations techniques sur la représentation sur
les graphes. Elles sont résumées dans les lemmes suivants.

Lemme 8.4.1.
Soit 0 € G,, une permutation des sommets. Le déterminant de sa matrice de repré-
sentation vaut

sur les graphes :

det(c) 1 st n est pair, (8.4)
et(o) = .
sign(o) sin est impair;

sur les €toiles :
det(o) = sign(o); (8.5)

sur les graphes 0-réguliers :

st n est impair.

det(o) — {iign(a) si n est pair, (3.6)

Démonstration. Soit U une représentation du groupe symétrique. L’application qui
associe & chaque permutation le déterminant de sa matrice de représentation est
un morphisme de &,, dans C. Or, il n’existe que deux morphismes de &,, dans C :
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I’application constante 1 et la signature sign. Pour les distinguer, il suffit d’étudier
le cas d’une transposition élémentaire.

Soit ¢ la transposition des sommets 1 et 2. L’aréte {1,2} et les arétes & sommets
dans {3,...,n} sont fixes. Les arétes {1,i} et {2,i} avec ¢ > 3 sont échangées. Il
y a donc n — 2 cycles de longueur 2. La signature de la permutation correspon-
dante des arétes est donc (—1)"72. En conclusion : si n est pair, det(c) = 1, sinon
det(o) = sign(o).

Sur les étoiles, le déterminant est sign(o) puisqu’il s’agit de la représentation
naturelle de G,,.

Enfin, pour calculer le déterminant sur les graphes O-réguliers, il suffit de remar-
quer que les étoiles et les graphes O-réguliers sont supplémentaires dans ’ensemble
des graphes. Le déterminant total est donc égal au produit des déterminants sur
chaque composante. O

Lemme 8.4.2.
Pour n > 3, le groupe de matrices de la représentation sur les graphes & n sommets
ne contient pas de pseudo-réflexion.

Démonstration. Les seules matrices de permutations qui sont des pseudo-réflexions
correspondent aux transpositions. En effet, le polyndme caractéristique d’un cycle
de longueur k est 1 — X*. Donc chaque cycle de longueur k > 1 de la permutation
induit £ — 1 valeurs propres différentes de 1. Pour qu’il n’y ait en tout qu'une seule
valeur propre différente de 1, il faut qu’il y ait exactement 1 cycle de longueur 2,
tous les autres cycles étant de longueur 1.

Lorsque n > 3, on vérifie aisément qu’aucune permutation des sommet n’induit
une transposition de deux arétes. O

8.4.3 Caractérisations des algébres de Gorenstein et applica-
tions

Pour une définition précise d'une algébre de Gorenstein, nous renvoyons a [Sta79,
§ 8] d’ott proviennent les théorémes et caractérisations qui suivent. Pour les algé-
bristes, un traitement complet peut étre trouvé dans [Eis95, ch. 21]. Cette définition
est basée essentiellement sur une auto-dualité de la résolution libre minimale d’une
algebre (les syzygies de premiére espéce sont isomorphes aux syzygies de derniére
espéce, et ainsi de suite). Pour ce qui nous intéresse, voici quelques caractérisations
des algébres d’invariants de Gorenstein :

Caractérisation 8.4.3 ([Sta79]).

Les propositions sutvantes sont équivalentes :
(i) C[V]Y est de Gorenstein ;
(ii) La série de Hilbert est réciproque :

HCl,

) = (=1)"" T H(Cla], 2),

ot m est la dimension de V et r le nombre de pseudo-réflexions dans le groupe
de matrices G ;
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(i1i) Pour tout choiz d’invariants primaires, la série génératrice des secondaires
est un polynome réciproque.

Théoréme 8.4.4 (Watanabee 1974 [Sta79]).
Si G est un sous-groupe de SL,,(C) —i.e. det(M) = 1 pour tout M € G — alors
Palgebre des invariants C[V]S est de Gorenstein.

Réciproquement, si C[V]Y est de Gorenstein et si G ne contient pas de pseudo-
réflexions, alors G est un sous-groupe de SL,,(C).

Corollaire 8.4.5.
L’algébre des polynomes invariants sur les graphes est de Gorenstein si, et seulement
st, n est pair.

L’algébre des polynomes invariants sur les graphes 0-réquliers est de Gorenstein
s, et seulement si, n est impair.

8.4.4 Conséquences

Ce corollaire donne des informations assez spécifiques sur les polynomes secon-
daires. Tout d’abord, le caractére det™ et le caractére trivial coincident. Donc
C[V]¢ = C[V]§,-:. La dualité donnée par I'équation 8.1 est donc une auto-dualité.
En particulier, il y a un invariant relatif & det™ de degré 0, ce qui permet de simpli-

fier 'expression du degré e; maximal d’un invariant secondaire (théoréme 8.1.26).
ee=dy+do+-+dp, —m (8.7)

La caractérisation 8.4.3 nous indique qu’il y a autant d’invariants secondaires de
degré d que d’invariants secondaires de degré e, —d. En particulier, il y a exactement
un invariant secondaire de degré e;. De fait, il est important de pouvoir construire
effectivement une bijection, car d’un point de vue algorithmique, les conséquences
sont considérables. Il suffit en effet de construire les invariants secondaires jusqu’au
degré e;/2, et les autres s’obtiennent immédiatement. Le gain est bien plus que de
la moitié, puisque cela permet de travailler uniquement dans les petits degrés. Pour
donner un ordre de grandeur, voici quelques statistiques pour n = 6. Le degré maxi-
mal d’un invariant secondaire est ¢; = 60. Au niveau 30 le nombre total d’invariants
est de I'ordre de 1,6.10° contre 6,3.10' au niveau 60. On note cependant que cette
technique permet seulement de construire les secondaires de hauts degrés, et non
pas les générateurs minimaux.

Dualité et opérateurs différentiels

On construit cette bijection de la maniére suivante : soit 0; 'opérateur a%i de dif-
férentiation par rapport & la variable z;. On note que les opérateurs 0; commutent :
0,0, = 9,0,. Etant donné un polynéme p, on note p(d) I'opérateur différentiel obtenu
en substituant x; par 0;. On vérifie alors que si p et ¢ sont deux polyndémes inva-
riants, alors p(0)q est aussi un polynoéme invariant. Si p et ¢ sont homogénes alors
degp(0)q = deg g — degp. Soit A := [[,_;(x; — x;) le déterminant de Vandermonde
des variables. Par construction, A est antisymétrique. Comme la représentation est
par permutation et que toutes les permutations sont paires, A est un polynome

invariant. Donc, pour tout p, le polynoéme p(0)A est invariant.
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Théoréme 8.4.6.
L application p — p(0)A est un automorphisme de C[x]%/{6y,...,0,) qui envoie la
composante homogéne de degré d sur la composante homogéne de degré e; — d.

Nous n’avons pas encore utilisé concrétement ce type d’outils, et nous renvoyons
donc & |GH94| pour plus de détails.

Dualité et produit scalaire

Cette dualité apparait aussi sous la forme d’un produit scalaire entre les ni-
veaux d et e; — d. Soit 7; et n; deux invariants secondaires de degrés respectifs d et
e; — d. Le polynome n,;n; est un invariant de degré e;, et s’écrit comme suit dans la
décomposition de Hironaka :

nin; = pl(ei)nl —l—pz(@z)??z + - —I—pt(ﬁi)m

En raison du degré, le coefficient A := p;(6;) est une constante. Posons (n;|n;) := .
Cela définit une forme bilinéaire. La théorie des anneaux de Gorenstein nous indique
qu’elle est bien non dégénérée [Eis95, Ch. 21, Ex. 21.9, p. 547-548|.

Enfin, pour conclure, cette propriété peut permettre de construire des argu-
ments ad hoc pour montrer qu’un ensemble de générateurs est minimal (voir [Dix91,
Lemme 1.6 et applications]).

8.5 Quelques propriétés de la représentation de G,
sur les graphes

Nous concluons avec quelques propriétés de notre groupe que nous n’avons pas eu
I'occasion d’exploiter jusqu’ici. Soit &,,, m := C2, le groupe des permutations 7 des
arétes du graphe complet & n sommets (¢’est-a-dire des paires {i,j} de {1,...,n}).
Soit, G' le sous-groupe des permutations ¢ induites par les permutations o des som-
mets.

On dit qu’une permutation 7 des arétes préserve l’adjacence si les images par 7
de deux arétes adjacentes sont adjacentes. Il est clair qu’une permutation des arétes
induite par une permutation des sommets préserve I’adjacence. De plus, ’ensemble
des permutations qui préservent 1’adjacence est un sous-groupe de &,,. La stabi-
lité par composition est claire. Soit 7 une permutation préservant ’adjacence. Elle
fournit une injection f de 'ensemble des couples d’arétes adjacentes dans lui-méme.
Cette application f est forcément bijective, c’est-a-dire que I'image réciproque par
771 d’un couple d’arétes adjacentes est un couple d’arétes adjacentes. Donc 'inverse
de 7 préserve aussi ’adjacence.

Proposition 8.5.1.
On se place dans le cas n > 5.
[ est exactement le sous-groupe des permutations de S, qui préservent [’ad-
) G est t tl g d tats de S | PTE. tl'ad
Jjacence.
1) G est son propre normalisateur. En particulier, G n’est pas un sous-groupe
g
distingué de S,,.
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(1ii) Soit H un sous-groupe de S,,. Si G C H C &,, et si H est engendré par
des pseudo-réflexions, alors H = G,,.

Pour n = 3, les groupes G et G,, sont de méme cardinal 6, donc toutes les
permutations des arétes préservent ’adjacence, et G est distingué dans &,,. Par
contre, pour n = 4, la transposition des arétes {1,2} et {3,4} préserve 'adjacence,
mais n’est pas induite par une permutation des sommets.

Dans (iii), on voit &,, comme un groupe de matrices de permutations. Une
pseudo-réflexion est donc une permutation dont la matrice de permutation est
une pseudo-réflexion. En utilisant les propriétés du corps des fractions invariantes
(cf §Inv.fractions, corollaire 9.1.7), on peut déduire de (iii) qu'il n’y a pas d’algébre
d’invariants engendrée par des polynomes algébriquement indépendants intermé-
diaire entre 1’algébre des polyndémes symétriques et ’algébre des invariants sur les
graphes.

Démonstration de (i). Supposons n > 5. Soient ¢ un sommet, E; I'ensemble des
n — 1 arétes adjacentes a i, et 7(FE) les images par 7 de ces arétes. Les arétes de
7(E) sont deux a deux adjacentes, et en nombre supérieur a 4. Elles ont donc un
sommet j commun (c¢’est clair sur un dessin, ou en utilisant la propriété de Helly).
Ce sommet est unique, puisque 'intersection de deux arétes distinctes contient au
plus un sommet. On a donc 7(E;) = E;. Posons o(i) = j. La permutation o est
clairement bijective, puisque I'on peut construire son inverse, en utilisant 7'(E}),
pour j un sommet quelconque. Comme Paréte {i,j} appartient aux deux ensembles
E; et E;, son image 7({4,j}) appartient aux deux ensembles F,;) et E,;). On en
déduit que 7({7,5}) = {0(i),0(j)}, c’est-a-dire que 7 est la permutation & des arétes
induite par o. O

Démonstration de (ii). Soit T une permutation des arétes qui n’est pas dans G. Il
faut montrer qu’il existe une permutation & de G telle que la permutation 767!
n’appartient pas a G.

D’aprés (i), 7 ne préserve pas 'adjacence. Soient e et ¢ deux arétes adjacentes
distinctes dont les images ne sont pas adjacentes, et soit ¢ le sommet commun a e
et €. Soit F; l'ensemble des arétes adjacentes & i, et 7(E) I'image de ces arétes.
Par construction, c’est un graphe a n — 1 arétes tel qu'il existe deux arétes non-
adjacentes. D’un autre coté, toutes les arétes de ce graphe ne peuvent pas étre
disjointes, car 2(n — 1) > n. On peut donc choisir 3 arétes f1, fo, f3 dans 7(E) telles
que f; est adjacente a fo, et fi n’est pas adjacente & f3. Soient e; = {i,71},e0 =
{i,ja},e3 = {i,j3} les antécédents de ces arétes. Enfin, soit o la transposition (is, i3)
des sommets. On a alors (voir figure 8.2 page ci-contre) :

o7 ' (f1) = fi o1 (f2) = f3
Donc 767! ne préserve pas 'adjacence, comme voulu. O

Nous avons noté dans la démonstration du lemme 8.4.2 que les seules permuta-
tions de G,,, dont les matrices de permutation sont des pseudo-réflexions, sont les
transpositions (i, 7). La démonstration de (iii) se raméne donc au lemme suivant :

Lemme 8.5.2.
Soit H un sous-groupe de &,, engendré par des transpositions et agissant transiti-
vement. Alors, H =G,,.
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fnn /2 13

FiG. 8.2 — Construction d’une transposition o = (i, is) telle que 75771 ne préserve
pas l'adjacence

Démonstration. Comme le groupe H agit transitivement, ’ensemble {1} n’est pas
stable par H. Donc H contient une transposition de la forme (1,7). Par symétrie,
on peut supposer i = 2. Comme {1,2} n’est pas stable, H doit contenir une trans-
position de forme (1,4) ou (2,4) avec i > 2. Par symeétrie, on peut supposer ¢ = 3.
Cette transposition et la transposition (1,2) engendrent le sous-groupe &3 des per-
mutations de {1,2,3}, qui est donc contenu dans H. On montre ainsi de suite que
H doit contenir les sous-groupes G4, G5, ... et enfin G,,. O

Ces propriétés suggérent qu’il existe peu de groupes intermédiaires entre G et
S, (bien entendu, si n est pair, G est inclus dans le groupe alterné A,,). De fait, &
quelques exceptions prés, G est maximal.

Théoréme 8.5.3 ([FIKW94]).
Soit n & {4,5,6,8}. Sin est impair (resp. pair), alors le groupe G des permutations
des arétes induites par des permutations des sommets est un sous-groupe mazimal

de &, (resp. Ap,).

L’énoncé originel est plus général et caractérise entiérement les valeurs de n et k
pour lesquelles 'action naturelle de &,, sur les parties de taille k de {1,...,n} induit
un sous-groupe maximal de Scr ou Acs .

En utilisant les propriétés du corps des fractions invariantes (cf §Inv.fractions,
corollaire 9.1.7), on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 8.5.4.

Pour n # 4,5,6,8, il n’existe pas d’algébre d’invariants intermédiaire entre [’al-
gébre des polynomes symétriques (resp. alternés, lorsque n est pair) et lalgébre des
wmwvariants sur les graphes.
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Chapitre 9

Le corps des fractions invariantes

Il parait restrictif de ne considérer que des invariants polynomiaux, et non pas,
par exemple, des fractions invariantes. Soient C(x) le corps des fractions de C[x],
et C(x)“ le sous-ensemble des fractions invariantes par action de G. Il s’agit bien
évidemment d’un sous-corps de C(x), que 'on appelle corps des fractions invariantes
ou simplement corps des invariants. Nous donnons dans cette section une description
assez précise de ce corps. En particulier, nous donnons une construction simple d’un
systéme générateur. Enfin, nous montrons qu’on ne peut pas, a priori, tirer de
cette construction des informations spécifiques sur le probléme d’isomorphie, et en
particulier sur le probléme de reconstruction.

9.1 Corps des fractions invariantes d’un groupe fini
Le théoréme suivant donne une premiére description du corps des invariants.

Théoréme 9.1.1 ([Bri96]).

Le corps des fractions invariantes C(x)% est le corps des fractions de C[x|%. C’est-
a-dire que toute fraction invariante s’écrit comme fraction de deux polyndomes inva-
riants.

Cet énoncé n’est pas forcément vrai pour un groupe infini. Prenons C(z,y) sur
lequel on fait agir 'application ¢ : x +— 2x,y +— 2y. Soit G le groupe (infini) engen-
dré par t. La fraction % est clairement invariante, alors que les seuls polyndémes
invariants sont les constantes.

La démonstration du théoréme, toute simple, utilise & nouveau une moyenne bien
choisie sur le groupe.

Démonstration. Soit f = £ une fraction de C(x). Supposons que f est invariante.
On va montrer que f est le quotient de deux polynomes invariants. On a :

- b o pHO’EG,O’;éid 0.q
f = — =
q [lyec o

Soit ¢’ le dénominateur de cette derniére fraction. Par construction, c¢’est un po-
lynéme invariant. Quant au numérateur, il est égal & f.¢' et est donc aussi inva-
riant. O]
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La recherche de générateurs de C[x]“ fournit donc des générateurs de C(x)C.
Pour le corps des fractions invariantes, il existe des systémes générateurs beaucoup
plus petits que pour 'algébre des invariants. Nous avons rencontré I’énoncé suivant
pour la premiére fois dans |Gri79] a propos du corps des fractions invariantes sur
les digraphes, mais il est valable pour le corps des fractions invariantes d’un groupe
fini quelconque. Nous rappelons (voir théoréme 8.1.17) que la dimension de Krull
de 'algébre des invariants et donc du corps des invariants est m, c’est-a-dire qu’il
existe m fractions invariantes algébriquement indépendantes, mais pas m + 1.

Théoréme 9.1.2.

(i) Le corps des fractions invariantes est engendré par m + 1 fractions inva-
riantes.

(i1) Soit 01, ...,0,, un systéeme de parametres de l’algébre des polynomes inva-
riants. Soit t le nombre total d’invariants secondaires, et soit S un systéme
d’invariants secondaires irréductibles. Alors, il existe un polyndome invariant
q combinaison linéaire des polynomes de S tel que la famille (64,...,0m,q)
engendre le corps des fractions invariantes :

C(x)% =C(by,...,0m)q.

Le polynome q est de degré d au plus égal & la borne B3(C[x]%). Son polynome
manimal est de degré au plus égal au nombre t d’invariants secondaires.

Ce résultat, essentiellement non-constructif, est un corollaire du théoréme de
I'élément primitif (théoréme 9.1.5, voir aussi [Esc97, p. 90]), et du théoréme de
Noether sur la dimension de Krull de I'algébre des invariants (théoréme 8.1.17).
Donnons les grandes lignes de la démonstration de (i). Soit (f1,..., fm) une famille
de m fractions invariantes algébriquement indépendantes. Comme le corps C(x)“ des
fractions invariantes et le sous-corps C(p1, ..., pm,) ont méme dimension de Krull, le
premier est une extension purement algébrique du second. Le théoréme de 1’élément
primitif affirme alors qu’il existe un élément ¢, dit élément primitif , tel que le corps
des fractions invariantes C(x)“ est engendré par ¢ sur le corps C(py,...,pm).

C(x)“ = C(fi.--. fm)(@)

Il n’existe pas, a notre connaissance, d’algorithme pour construire un tel élément
primitif ¢ pour un groupe fini quelconque. Nous allons maintenant détailler la dé-
monstration de (ii), car on peut glaner quelques informations a priori sur la forme
des systémes générateurs de C(x)%, et en particulier sur 1’élément primitif ¢. Nous
admettons le lemme suivant, qui est équivalent a la formulation usuelle du théoréme
de I'élément primitif (voir [Esc97]).

Lemme 9.1.3.
Soit L une extension de degré fini d’un corps K de caractéristique zéro. Il n’existe
qu’un nombre fini de corps intermédiaires entre K et L.

Le lemme suivant est élémentaire et a pour but principal de montrer que le corps
C(x)% est une extension de degré fini du corps C(6y,...,0,,).
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Lemme 9.1.4.

Soit (6, ..., 0n) un systéme de paramétres de [’algébre des invariants, et soit (ny,...,m)
un systéme d’invariants secondaires. La famille (n1,...,n:) engendre C(x)¢ en tant
qu’espace vectoriel sur C(0y,...,0,,). En particulier, la dimension de C(x)% sur le
corps C(0q,...,0,) est au plus égal au nombre t d’invariants secondaires.

Démonstration. Soit f une fraction invariante. D’aprés le théoréme 9.1.1, elle se
met sous la forme 2 ou p et ¢ sont deux polynomes invariants. Comme C[x]“ est
un module libre de type fini sur Cl#y,...,0,,], le polynéme ¢ est algébrique sur

Clf1, ..., 0], cest-a-dire qu’il vérifie une équation de la forme
k k-1 _
opq” +ak_1¢" + -+ ag+ap =0,

ou les coefficients «; sont dans C[fy,...,0,,], le coefficient « est non nul et k& > 1.
On en déduit que

et donc que
p_ 1 _ _
== —(~awd" —appg" P~ pan).
q Op

Le terme entre parenthéses est un polyndéme invariant et s’écrit sous la forme (11, +

-+« + Byny, ot les (; sont dans C[6y, ..., 6,,]. Donc :

p_f &
f:_:_1771+"'+_t77t-
q &%) Q

Comme les coefficients 5—0 sont dans le corps C(0y,...,60,,), la fraction invariante f
est dans 'espace vectoriel engendré par ny,...,n;. O

L’énoncé suivant est une variante de ’énoncé usuel du théoréme de I'élément
primitif, dans laquelle on précise la forme de q.

Théoréme 9.1.5 (de ’élément primitif, variante).

Soit L une extension de degré fini d'un corps K de caractéristique zéro tel que
L=X(p1,...,px). Alors, il existe un élément q, combinaison linéaire des p; tel que
L =K(q) = K]lq]. Un tel élément est dit primitif.

Démonstration. On rappelle d’abord que, si un élément q est algébrique sur K, alors
K(q) = K]g]. Soit en effet P = o, X* + -+ + a1 X + ag le polynéme minimal de q.
Par minimalité, P n’est pas divisible par X, et donc o # 0. On en déduit que % est
dans K]g| puisque :

1:_%qk71__%
4q

Qo Qp

Supposons que L = K(py,ps). Soit ¢» = p1 + Aps une combinaison linéaire de
p1 et po a coefficients dans K. Le corps K(gy) est un corps intermédiaire entre K
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et L. Le corps K étant infini (caractéristique 0), on peut construire une infinité
de telles combinaisons linéaires ¢,. Comme il n’y a qu’un nombre fini d’extensions
intermédiaires entre K et L, on peut trouver ¢ := ¢, et ¢’ := ¢y distincts tels que
K(q) = K(¢'). Donc ¢ s’exprime sous la forme P(q), et on a :

DP1+ Ap2 = ¢ p1+ Np2 = P(q).

Il s’ensuit que L = K(p1,p2) = K(q), car p; et ps s’expriment en fonction de g.
On procéde ensuite par récurrence sur k. Supposons que

L= K(plu v 7pk) = K(p17 s 7pk—1)(pk')-

Par hypothése, il existe ¢/, combinaison linéaire de py,...,pr_1, tel que

K(pi,....pk—1) = K(¢')

. En raisonnant comme précédemment sur L = K(¢', px), on montre qu’il existe ¢,
combinaison linéaire de ¢’ et de py, tel que L = K(q).

En fait, tout élément ¢, combinaison linéaire suffisamment générique de py, . . ., ps,
est un élément primitif. O

Démonstration du théoreme 9.1.2. Soit (04,...,0,,) un systéme de paramétres de
I'algébre C[x]“ des invariants, et soit (pi,...,px) un systéme de secondaires irré-
ductibles. Comme {61, ...,0,,,p1,...,Dr} est un systéme générateur de C[x]%, on a
C(x)% =C(by,...,0m)(p1,-..,pr). En appliquant le théoréme de 1’élément primitif,
on en déduit qu’il existe un polynéme ¢, combinaison linéaire de (py,...,px), tel
que C(x)¢ = C(04,...,0,m,q). Enfin, comme les p; sont tous de degré inférieur a
B(C[x]¢) - sinon, ils ne seraient pas irréductibles —, le degré d de ¢ est inférieur a

B(C[x]%). 0

Bien entendu, la théorie de Galois est I'outil principal pour étudier le corps des
fractions invariantes, le point central étant la correspondance de Galois [Esc97] :

Théoréme 9.1.6.
Soit G un groupe fini. Le corps C(xX) des fractions est une extension normale du
corps C(x)Y des fractions invariantes; le groupe de Galois de cette extension est
le groupe G lui-méme. C(x) est de dimension |G| en tant qu’espace vectoriel sur
C(x)¢.

La correspondance G +— C(x) est bijective et contravariante, c’est-a-dire que

G C G e Ckx)DCkx).

Dans le cas de 'algébre des invariants, il est clair que si G et G’ sont deux groupes
avec G C @', l'algébre des invariants C[x]“ contient C[x]¢". La correspondance de
Galois permet de montrer que la réciproque est vraie.

Corollaire 9.1.7.
Soient G et G' deux groupes de matrices de C™, avec G’ fini. Alors G est un sous-
groupe de G’ si, et seulement si, [’algébre des invariants C[x]% de G contient 'algébre
des invariants C[x]% de G'.

Le foncteur G — C[x]Y entre les groupes finis de matrices et leurs algébres
dinvariants est une correspondance bijective et contravariante.
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Démonstration. On se rameéne au corps des fractions invariantes pour appliquer la
correspondance de Galois. Le groupe G est un sous-groupe du groupe de Galois
Gal(C(x) | C(x)%) du corps des fractions sur le corps des fractions invariantes. Il y a
en fait égalité entre ces deux groupes, mais comme on n’a pas supposé que G était
fini, on ne peut pas encore I'assurer. Le corps C(x)“ des fractions invariantes de
G contient I'anneau C[x]" des polynomes invariants de G’ et donc aussi le corps
C(x)%" des fractions invariantes de G’ (on utilise le théoréme 9.1.1). Le corps C(x)¢
est alors une extension intermédiaire entre le corps C(x)%" et le corps C(x) de toutes
les fractions. D’aprés la correspondance de Galois, le groupe Gal(C(x)|C(x)%) est
inclus dans le groupe Gal(C(x)|C(x)®") = G’, d’out 'on déduit que G C G'.
Le foncteur G — C[x]% est surjectif par définition et injectif puisque :

Cx¢=Cx% = Cx) =Cx)¢ =>G=0¢

Enfin, nous venons de montrer qu’il est contravariant. O

9.2 Corps des fractions invariantes d’une représen-
tation par permutation

Dans le cas d'un groupe de permutation, la correspondance de Galois permet
d’obtenir une caractérisation simple des éléments primitifs et la construction de 'un
d’entre eux.

Corollaire 9.2.1.
Soit £ une fraction invariante. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f est un élément primitif de C(x) sur C(x)®m ;

(ii) L’orbite de [ par &, est de taille % ;

(iii) Le groupe des permutations laissant f invariante est réduit o G.
En particulier, st m est un vecteur valué dans N dont toutes les valuations sont
distinctes (par exemple (0,1,...,m—1)), le polynéme invariant q correspondant est
un élément primitif.

Nous allons donner une démonstration trés élémentaire de ce théoréme et de
son corollaire, en n’utilisant que des rudiments de théorie de Galois (voir [Esc97]).
En particulier, nous n’utilisons pas le théoréme 9.1.2. Nous n’utilisons la correspon-
dance de Galois que pour obtenir la deuxiéme caractérisation des éléments primi-
tifs. Le lemme suivant énumeére toutes les étapes intermédiaires jusqu’aux énoncés
du théoréme et du corollaire. Ces étapes intermédiaires donnent des informations
intéressantes en soi sur le corps des invariants.

Lemme 9.2.2.
Soient C(x)®™ le corps des fractions symétriques, et C(x)¢ le corps des fractions
wmwvariantes de G. Soit T un ensemble de représentants des cosets a droites de G
dans &,,. Enfin, sotent m et q comme dans le corollaire 9.2.1.
(i) Le nombre |T| = %' de cosets est égal au nombre t d’invariants secondaires;
(i) Les permutations o € T induisent t distincts C(x)®™-homomorphismes de

C(x)% dans C(x) ;
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(i4i) La dimension de C(x) sur C(x) est t;

(iv) Le polynéme q est un élément primitif de C(x)¢ sur C(x)®m ;

(v) Une fraction invariante est un élément primitif de C(x)% sur C(x)®™ si, et
seulement si, son orbile par S, est de taille t;

(vi) C(x) est la cloture normale de C(x)%, et le groupe de Galois de C(x)/C(x)“
est G lui-meéme ;

(vii) Une fraction invariante est un élément primitif de C(x)¢ sur C(x)®™ si,
et seulement si, les seules permutations la laissant invariante sont dans G.

)G

Démonstration. On note, pour abréger, K := C(x)®™ le corps des fractions symé-

triques, L := C(x)% le corps des fractions invariantes et N := C(x) le corps des
fractions. On obtient (i) par une application immédiate de la proposition 8.2.5 :
t=12 =T

G|

omme les valuations de m sont distinctes, on peut identifier chaque élément
de l'orbite de m par G a une permutation de &,,. Par exemple, si m est le vecteur
(1,2,...,n), on identifie le vecteur (5,1,n,...,3) de Porbite de m avec la permuta-
tion 0 = (5,1,n,...,3). L’action de &,, sur 'orbite de m correspond donc a I'action
a droite du groupe &,, sur lui-méme. Le polynome invariant ¢ := x™® = Y opea X7
associé & m s’identifie avec 'ensemble des permutations du groupe G (on pourrait
directement voir ce polynéme comme un vecteur de 'algébre du groupe symétrique).
Si o est une permutation de &,,, le polynéme o.x™® s’identifie de méme avec le coset
a droite G.o. Comme T est un ensemble de représentants de ces cosets a droite, les
polynémes o.q ot o parcourt 1" sont distincts.

Soit ¢ une permutation o de &,,, et f, I'application induite de L dans N dé-
finie par f,(p) := o.p. Cette application est un morphisme d’anneaux unitaire qui
laisse invariants les polyndmes symétriques. C’est donc un K-homomorphisme. Cela
montre le point (ii) : les permutations ¢ de T" induisent ¢ homomorphismes distincts.

Soit P := aX*F 4+ -+ + a1 X + X, ol les a; sont des fractions symétriques, le
polynéme minimal de ¢ sur K. On rappelle qu'un conjugué de q sur K est 'image
de ¢ par un K-homomorphisme quelconque, et qu'un tel conjugué est aussi racine
du polynéme minimal de ¢ :

0=0.P(q) =o0.(axq" + -+ a1q + ao) = 0.ap(0.q)* + -+ + 0.a,0q + oag
=ap(o.q)" + -+ a10q + ag = P(0.q).

Les t polynémes invariants f,(q) = 0.¢ ou o parcourt T sont conjugués de g, et
sont t racines distinctes du polyndme minimal P, qui est donc de degré au moins t.
On en déduit que les polynémes 1,q, ¢?,...¢" ! sont linéairement indépendants, et
que la dimension de L en tant qu’espace vectoriel sur K est supérieure & t. Comme
le lemme 9.1.4 indique que la dimension de L sur K est inférieure a ¢, (iii) et (iv)
en découlent; 1,¢q,q>%,...,¢"! est une base de L en tant que K-espace vectoriel, le
polyndéme minimal de ¢ est de degré ¢, la dimension de L sur K est ¢, et enfin ¢ est
un élément primitif : L = K[g]. On montre de méme le point (v) : toute fraction
invariante f dont I'orbite par &,, est de taille ¢ est un élément primitif de L sur K.

Le polynome invariant q a exactement ¢ conjugués. Comme un K-homomorphisme
f de L dans une cléture normale de L est déterminé par sa valeur f(q) sur I’élément
primitif, et que cette valeur f(q) est un conjugué de ¢, il y en a au plus t. Ces

K-homomorphismes sont donc exactement les K-homomorphismes induits par les
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permutations de 7. En particulier, les conjugués d’une fraction f invariante quel-
conque sont tous dans le corps des fractions N, qui est donc la cloéture normale de
L.

En prenant G = &,,, on obtient que N est aussi une extension normale de K.
Prenons maintenant G réduit a l'identité. Les K-automorphismes de N dans lui-
méme sont induits par les m! permutations de &,,, de sorte que le groupe de Galois
de N sur L est exactement &,,.

Revenons a un sous-groupe G quelconque de &,,. Les L-automorphismes de
N sont exactement les K-homomorphismes qui laissent L invariant. On montre
aisément que les seules permutations laissant L invariant sont les permutations de
G (sinon l'exponentielle ¢ du vecteur m n’est pas invariante). Donc le groupe de
Galois de N sur K est précisément G, ce qui clot la démonstration de (vi).

Soit f une fraction invariante par G, soit L' C L le sur-corps de K qu’elle
engendre, et soit G’ O G le groupe de Galois de ce corps. On vérifie que G’ est le
groupe des permutations laissant f invariante. D’aprés la correspondance de Galois,
les points suivants sont alors équivalents :

— f est un élément primitif;

- L'=L;

- G=G;

— Les seules permutations laissant invariante f sont dans G.

O

Ces résultats donnent quelques informations sur la forme possible des systémes
générateurs de ’algébre des invariants.

Corollaire 9.2.3.

Soit q un polynéme, élément primitif de C(x)% (par ezemple celui du corollaire 9.2.1),
et soit t comme ci-dessus. L’anneau des polynomes invariants est engendré par les
polynomes symétriques élémentaires et un ensemble fini de polyndmes invariants
D1y, Dk de la forme :

-1
Q0 Qg+ Qg

Di = 9
Bi

ot les o 4, et B; sont des polynomes symétriques.

Démonstration. On prend, par exemple, pour les p; un systéme d’invariants secon-
daires. Ils se mettent sous la forme voulue, car 1,q,...,¢" ! est une base de ’espace
vectoriel C(x)% sur le corps C(x)®m.

On note que 1,q,...,¢""" est une base d’un sous-module M libre de C[x]“ sur
C[x]®™. Cependant, méme si les modules libres M et C[x]“ ont méme dimension, il

n’y a que rarement égalité. O

En utilisant le corollaire 9.2.1, on obtient un systéme générateur particuliérement
simple du corps des fractions invariantes sur les graphes.

Corollaire 9.2.4.

Soit n > 5; soit g le graphe simple composé de deux arétes adjacentes et q := x8%®
le polynome invariant associé ; enfin, soit eq le polynome symétrique élémentaire de
degré d. Le corps C(x)¢ des fractions invariantes sur les graphes est engendré par
les polynomes (eq, ..., em,q).
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Démonstration. 1l est clair que ¢ n’est invariant que par les permutations des arétes
qui préservent 'adjacence. Si n > 5, d’aprés la proposition 8.5.1, I’ensemble de
ces permutations est exactement notre groupe G des permutations induites par les
permutations des sommets. Donc, d’aprés le corollaire 9.2.1, ¢ est un élément primitif
du corps C(x)“ des fractions invariantes sur les graphes, sur le corps C(x)®™ des
fractions symétriques. ]

On pourrait en fait choisir pour ¢ quasiment n’importe quel polynéme invariant.

Corollaire 9.2.5.

Soit n & {4,5,6,8}. Si n est impair (resp. pair) et q est un polyndme invariant non
symétrique (resp. non alterné), alors q est un élément primitif du corps C(x)¢ des
fractions invariantes sur les graphes sur le corps C(x)® des fractions symétriques.

Démonstration. Voyons le cas n pair. Supposons que ¢ soit invariant par une per-
mutation o qui n’est pas dans (. Clairement ¢ est invariant par toute permutation
dans le groupe G’ engendré par G et o. Or, d’aprés le théoréme 8.5.3, G est un
sous-groupe maximal de &,,, et donc G' = &,,,, c’est-a-dire que ¢ est un polynéme
symétrique. Réciproquement, si ¢ n’est pas symétrique, les seules permutations le
laissant invariant sont dans G. Donc, d’apreés le corollaire 9.2.1 (viii), ¢ est primitif.

Le cas n impair se traite de maniére analogue en remplacant symétrique par
antisymétrique O

9.3 Systémes générateurs et systémes complets d’in-
variants

Dans [Gri79|, Grigoriev déduit de I'existence d’un systéme générateur de taille
m+ 1 (théoréme 9.1.2) qu’il existe un systéme complet d’invariants de taille m + 1.
Il est effectivement tentant de considérer que, comme pour 'algébre des invariants,
un systéme générateur du corps des fractions invariantes est un systéme complet
d’invariants. Ce n’est pas vrai.

Prenons, par exemple, le systéme générateur (ei,...,e,,q) de 'algébre des in-
variants sur les graphes donné par le corollaire 9.2.4. Pour un graphe simple g’, les
évaluations (e1(g), ..., en(g)) sont déterminées par le nombre d’arétes de g’, tandis
que ¢(g) compte le nombre de paires d’arétes adjacentes de g'. On constate alors
que le triangle et 1’étoile & trois branches donnent la méme évaluation a tous les
polyndémes du systéme générateur, alors qu’ils ne sont pas isomorphes. On pourrait,
bien entendu, construire un exemple équivalent dans ’algébre des invariants sur les
digraphes.

Le probléme apparait nettement dans l’exemple suivant. Soit L := C(z,y) le
corps des fractions a deux variables, et K := C(22, y?). Enfin, soit ¢ le polynoéme
x + y. Les polynomes 22, y? et x + y engendrent le corps L. En effet,

1 .1'2 _ y2 1 x2 _ y2
r=—=-|rz+y+ et y==-|\x+y— .
2 T +y 2 T +y
Par contre, les vecteurs v := (1, —1) et v/ := (—1,1) donnent la méme évaluation a
22, y? et x+y. Le probléme est que, en v et en v/, on ne peut pas calculer I’évaluation
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du polynéme z — y a partir des évaluations des générateurs x2, y% et  + y car

22—y 0
r—y= = —.
4 x—y 0
On a cependant le résultat suivant :
Proposition 9.3.1.
Soit (f1,..., fx) un systéme fini générateur du corps des invariants. Il existe un ou-
vert U dense, dont le complémentaire est un ensemble algébrique, tel que (fi,..., fx)

est un systeme complet d’invariants sur U.

Démonstration. Soit (p1,...,p;) un systéme fini de polynomes invariants qui en-
gendrent (par somme et produit) 1'algébre des invariants. Chaque p; s’exprime
comme une fraction rationnelle %, ou r; et g; sont des combinaisons polynomiales
des éléments du systéme générateur S, et g; # 0.

Soit S I’ensemble des polyndmes ¢; et des dénominateurs des fractions ¢;. Soient
U Vensemble des vecteurs v qui n’annulent aucun des polynomes de S, et V son
complémentaire. On note que V' étant défini par un nombre fini d’équations polyno-
miales est un ensemble algébrique. Clairement, en chaque vecteur v de U, on peut
calculer ’évaluation de tous les p; et donc de tous les polynomes invariants en fonc-
tion des évaluations des fractions f;. Comme ’algébre des invariants est un systéme
complet d’invariants, on en déduit que (fi,..., fr) est aussi un systéme complet
d’invariants sur U.

Soit ¢ un polynéome de S. L’ensemble Z, des zéros de ¢ est un fermé car ¢ est
continu. De plus Z, ne contient pas de boule ouverte de rayon > 0, car sinon ¢ serait
uniformément nul. Le complémentaire de Z; est donc un ouvert dense. Comme U
est une réunion finie de tels complémentaires, U est un ouvert dense. O

Il faut un peu de prudence pour généraliser cette proposition & d’autres corps de
base que Q, R ou C, puisqu’on utilise certaines de leur propriétés topologiques.

9.4 Applications aux problémes d’isomorphie et de
reconstruction

Nous renvoyons a la partie III pour la définition de la reconstructibilité algé-
brique. Soit (e, ..., emn,q) le systéme générateur du corps des invariants sur les
graphes donné par le corollaire 9.2.4. Les polyndémes de ce systéme générateur sont
tous algébriquement reconstructibles. On sait aussi qu’il existe des polynomes inva-
riants non algébriquement reconstructibles (théoréme 18.0.1). On en déduit que la
reconstructibilité algébrique n’est pas préservée par fraction. Nous avions été tenté de
définir une notion affaiblie de reconstructibilité algébrique, autorisant les fractions,
de facon a contourner les restrictions de la proposition 16.5.1. Les considérations
ci-dessus montrent que cette notion est sans intérét, puisque tous les polynomes
invariants sont alors trivialement algébriquement reconstructibles.

Soit maintenant m un polynéme invariant reconstructible (en tant que fonction),
et ¢ := x™® le polyndome invariant associé. On déduit de la proposition 9.3.1 qu'il
existe un ouvert dense U dans l'espace vectoriel des graphes valués tel que tous
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les graphes de U sont reconstructibles. Ceci résulte bien plus simplement de la
proposition suivante.

Proposition 9.4.1.
Tout graphe valué g dont les valuations sont distinctes (on suppose en particulier
que g a au plus une non-aréte) est reconstructible.

Démonstration. Cela est clair si n = 3. Pour n > 4, on constate que chaque sommet
est identifié uniquement dés que I'on connait les valuations de deux arétes adjacentes.
Cela permet de recoller sans difficulté les cartes du jeu de g. m

En effet, la proposition 9.4.1 nous dit que I’ensemble des graphes non-reconstructibles
dans la réunion des hyperplans x(; ;3 = x¢7',j'}. Le complémentaire de ces Cé% est
un ouvert dense.

Pour aller plus loin, il serait nécessaire de connaitre plus précisément U, et en
particulier les équations polynomiales qui le définissent. Cela nécessite a priori de
connaitre un systéme générateur pi,...,p, de 'algébre des invariants, pour en dé-
duire les dénominateurs des expressions des p; en fonction des générateurs du corps
des fractions. Pour le moment, nous ne connaissons qu'un systéme générateur de
'algébre des invariants trés grossier (voir 8.2.6), et surtout dont la structure ne
contient pas vraiment d’information spécifique aux graphes. Il est donc peu pro-
bable que 'ouvert U correspondant contienne des classes de graphes intéressantes.

Au vu de ces résultats, nous ne pensons pas que 1’étude du corps des invariants
puisse apporter des informations sur le probléme d’isomorphisme de graphes, et en
particulier sur le probléme de reconstruction.
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Chapitre 10

Manipulation concréte de 1’algébre
des mmvariants

10.1 Représentation combinatoire et informatique
des polyndmes invariants

Les remarques de cette section sont valables pour n’importe quelle représenta-
tion par permutation. Cependant, pour en avoir une représentation concréte, nous
les développerons dans le cadre des graphes. Pour généraliser, il suffira de remplacer
graphe par vecteur a coordonnées {0,1} et multigraphe par vecteur a coordonnées
entiéres positives. Pour aider cette généralisation, nous supposerons fixée une énu-
mération des arétes que nous noterons ei,...,e,,.

10.1.1 Représentation combinatoire

On peut identifier un multigraphe et un monome. L’idée, qui apparait par exemple
dans Stanley|Sta79, p. 509|, est trés naturelle.

Définition 10.1.1 (Exponentielle).
Soit v = > vie; + -+ + vpen un multigraphe. On appelle exponentielle de v [e
monaome

v __ U1 Um
X —l’l .I'm

On appelle exponentielle application qui associe & chaque multigraphe le mondme
correspondant.

Comme souhaité, cette application permet d’identifier multigraphes et monémes.
Elle transforme ’addition en multiplication et préserve 'action du groupe :

! !
XY =x¥ xxV;

0.x° =x%°,
Un polynéme est donc tout simplement une combinaison linéaire formelle de mul-

tigraphes avec certains coefficients. Nous allons maintenant identifier un multigraphe
a isomorphie prés avec un polynéme invariant, par sommation sur I'orbite.
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Définition 10.1.2 (Exponentielle symétrisée).
Soit v un multigraphe et v son orbite. On appelle exponentielle symétrisée de v [e
polynome invariant

!
Xv®: E :Xv
v/ev

On remarque que, & une constante prés, cela revient a appliquer 'opérateur de
Reynolds a xV :

En effet :
xV* = iz:crx" = LE:XO“’ = S Z H{o:ov ZV,}|XV,
G 27X T a2 T ey 2 o
|GV| v 1 v 1 v ’
= — X ==X
G 2 v 2 V]

ou Gy est le groupe d’automorphismes de v, i.e. {o : ov = v'}. C’est pourquoi nous
avons utilisé une notation proche.

Représentation semi-graphique

Nous pouvons donc maintenant voir tout polynéme invariant comme combinaison
linéaire formelle de multigraphes a isomorphie prés. Nous allons utiliser cela pour
représenter ces polyndmes de maniére semi-graphique. L’exemple suivant permet de
fixer nos notations.

Exemple 10.1.3.
Soit g le multigraphe e, + 2e1 3 + 3e; 4. On le représentera comme suit
— Vecteur :

— Ezponentielle :

_ 2 .3
= T12T1 3214

— Ezponentielle symétrisée :
®

x8% =

= m1,2%,:@?,4 + x1,2$:1)’,3$i4 + ffile,:smiz; + x%,Qmi?)xlA + x?,2$1,3$%,4 + 93?,21’%,3351,4
+ $1,2x§,3xg,4 + x172x§73x374 + x%,ﬂz,sxg,zl + x%,2$3,3x2,4 + xiz%,ﬁ%A + xiﬂgsxzzx
+ $1,3933,35E§,4 + x1,3x§,3$§,4 + ﬁ,g%,gfg,zl + 95%,3353,3%,4 + 37?,3952,35”%,4 + x§f73x373x374
+ $1,4x§,437§,4 + x1,4$§,4$§,4 + 5”%,41'2,4@3,4 + 95%,4@,4933,4 + 517:1;,4%,45”%,4 + $§,4$§,41'3,4
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Encore un dernier exemple pour se convaincre que, sans cette représentation, il
serait impossible de manipuler concrétement le moindre polyndéme invariant.

® ®
+ <)$>
O
= T12%14 + T12%13 + £1,3T1,4 + T12%24 + T12%T23 + T23T24
+ T1 3734 + X13T23 + T23%34 + T14T34 + X1,4T24 + T24734

+ 21,301,4023T24T3.4 + L1201 423034024 + L1221 3T2473 4723
+ T1 222401 303 4%1,4 + 1202301403413 + £1,3T2,371,40C24%1 2

Exemple 10.1.4.

Par la suite, lorsque le contexte sera clair, on ne précisera pas si 'on considére
un multigraphe comme un vecteur, un monoéme ou un polyndéme invariant.

Paralléle avec les fonctions symétriques

Notons que c’est la méme approche qui permet de considérer tout polyndome de
Clx1, ..., z;,) comme une somme formelle de compositions et un polynéme symé-
trique comme une somme formelle de partitions.

10.1.2 Représentants canoniques des orbites

Dans le cas des polynomes symétriques, la tache est simplifiée, car on peut re-
présenter canoniquement une orbite de compositions avec 'unique partition qu’elle
contient. De maniére générale, pour toute représentation par permutation, il est
possible de définir de maniére canonique un représentant de chaque orbite.

Ce type de technique, proche d’un codage, est utile pour étudier des structures
combinatoires & isomorphie prés [RC77, p. 352] et en particulier pour engendrer des
catalogues de représentants (voir [Ker91] et [CCRW85])

Définition 10.1.5 (Canonisation).
Une canonisation est une fonction qui, a un vecteur, associe un représentant cano-
nique de son orbite.

Lorsqu’il y a un ordre total sur les coefficients, on peut toujours définir une telle
canonisation, comme par exemple la suivante.

Définition 10.1.6 (Canonisation lexicographique).
Soit (e1,...,en) une énumération des vecteurs de la base. Tout vecteur peut main-
tenant étre identifié avec la liste de ses coefficients. On définit alors un ordre total
<iex Sur les vecteurs de sorte que v <, V', si la liste correspondant a v est lexico-
graphiquement plus petite que celle correspondant & Vv'.

On prend comme représentant canonique de v le plus grand vecteur v' de lorbite
de v pour cet ordre total.

On remarque que cet ordre total sur les vecteurs a coefficients entiers positifs
coincide avec I'ordre lexicographique habituel sur les monémes. Cela renforce notre
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identification vecteur/monoéme. De maniére générale, on aurait pu utiliser n’im-
porte quel ordre classique sur les monomes, comme 'ordre lexicographique par degré
(DegLex), l'ordre lexicographique inverse (InvLex) ou (DegRevLex). On remarque
aussi que, les vecteurs d'une méme orbite ayant méme degré, le choix de I'ordre lexi-
cographique ou de 'ordre lexicographique par degré ne change pas la canonisation.

Codage des graphes simples par des entiers

On note que cela permet de coder un graphe simple non étiqueté de maniére
canonique par un entier. Sa forme canonique est en effet une suite de 0 et de 1 que
I’on peut considérer comme un entier écrit en binaire. Les algorithmes simples pour
engendrer des graphes non étiquetés sont basés sur ce codage (voir [Rea81, p. 79]).
Ce codage permet de stocker le graphe de maniére compacte, et il est immédiat
de tester si deux graphes sous forme canonique sont égaux. On peut aussi 'utiliser
dans des algorithmes de type crible d’Eratosténe. Cependant, pour aller au-dela de
7 sommets il faut utiliser des techniques plus sophistiquées (voir [CCRWS85] pour les
graphes sur 10 sommets).

Canonisations spécifiques

Dans certains cas, il est possible de définir des canonisations qui exploitent les
propriétés particuliéres de la représentation. Cela peut étre intéressant pour plusieurs
raisons, comme tenir compte de symétries ou pour avoir un algorithme de calcul
considérablement plus rapide de la forme canonique. Jusqu’a la fin de cette sous-
section, nous allons développer cette idée dans le cas spécifique des graphes.

Canonisation indépendante du nombre de sommets

Il est parfois intéressant d’avoir une forme canonique qui ne change pas lors-
qu’on rajoute des sommets isolés au graphe. De cette facon on peut identifier deux
graphes qui ne différent que par leur nombre de sommets. Nous allons construire
une canonisation qui respecte cette régle. On considére I’énumération suivante des
arétes

(61,2, €1,3,€23, €14,€24,€34, ..., enfl,n)

et on prend I’ordre DegRevLex. A degré égal, cet ordre privilégie les vecteurs dont les
zéros sont a la fin. On remarque alors que, dans un graphe g sous forme canonique,
tous les sommets isolés sont regroupés a la fin. De méme, rajouter des sommets isolés
(n+1,n+2,...)a g le laisse sous forme canonique. Il ne nous reste donc plus qu’a
oOter tous les sommets isolés & la fin de g.

Digression sur les énumérations d’arétes

Il y a essentiellement deux facons naturelles d’énumérer les arétes du graphe
complet, celle que nous venons de voir et la suivante :

(el727 €13,.---,€1,n, €2.3,..-€2n, s en—l,n)
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Cela revient a parcourir une matrice symétrique au dessous de la diagonale, soit
ligne par ligne, soit colonne par colonne. L’intérét du premier cas est qu’il n’est pas
nécessaire de connaitre a priori le nombre final de sommets. Toujours est-il que dans
les programmes de manipulation de matrices symétriques les deux conventions sont
utilisées. La permutation permettant de passer d’une représentation a ’autre a donc
été découverte et étudiée [Sou9l|. I se trouve qu’elle a des propriétés algorithmiques
intéressantes. En particulier, le calcul de son ordre par itérations successives a été
utilisé pour des tests comparatifs de vitesse de calcul en entiers d’ordinateurs, depuis
le PDP-11 jusqu’aux derniers CRAYs.

Canonisations algorithmiquement efficaces

Revenons a des applications informatiques nous concernant. La mise sous forme
canonique d’un vecteur est une opération que nous utiliserons trés souvent et qui
doit donc étre la moins cotiteuse possible. Avec les canonisations que nous avons
vues jusqu’ici, il n’y a guére d’autre algorithme que de parcourir toute ’orbite d’un
graphe et de prendre le plus petit représentant (voir cependant [Ker91| pour des
optimisations). En s’inspirant de [RC77] on peut trouver des canonisations beaucoup
moins cotiteuses, au moins en moyenne.

La stratégie générale est d’éviter de parcourir toutes les permutations des som-
mets en groupant ensemble les sommets ayant des caractéristiques communes. Il suf-
fit alors de tester les permutations a 'intérieur de chacun des groupes. Par exemple,
pour obtenir la forme canonique d’un graphe g, on commence par trier les sommets
par degrés décroissants, puis on teste toutes les permutations qui ne changent pas
ces degrés. Enfin, on sélectionne le graphe obtenu le plus grand pour 'ordre lexico-
graphique. On ne parcourt donc que A\!Ag!... A\z! permutations ot \; est le nombre
de sommets de g de degré . On remarque que, avec cette canonisation, les sommets
isolés se retrouvent a la fin. Elle est donc indépendante du nombre de sommets.

Il est possible de raffiner pour diminuer encore le nombre de permutations par-
courues. On peut, par exemple, caractériser chaque sommet non seulement par son
degré, mais aussi par la liste décroissante des degrés des sommets adjacents.

Bien évidemment, ce genre de méthode fonctionne mal sur les graphes réguliers.
De toute facon, quelle que soit la méthode utilisée, il y a toujours des graphes pour
lesquels on est obligé de parcourir quasiment toutes les permutations (voir a ce sujet
la discussion dans [RC77, 13. Advice to the user|). Dans notre cas, nous avons besoin
de traiter beaucoup de petits graphes et, en moyenne, 'efficacité est suffisante. Dans
la plupart des cas, nous nous sommes contentés du raffinement par degré. Pour traiter
les arbres sur 14 sommets (19) nous avons di utiliser le raffinement par degrés des
sommets adjacents. Si cela avait été vraiment nécessaire, nous aurions pu utiliser un
algorithme spécifique aux arbres.

10.1.3 Interprétation combinatoire du produit

Nous allons voir maintenant que le produit de deux polyndémes invariants a aussi
une interprétation simple. Il suffit de regarder ce qu’il se passe pour le produit de
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deux multigraphes :

x81® x82® — Z X581, Z X8 = Z exp g + g, (10.2)

gl €81 g5€82 g1 €81,85,€82

Cela revient donc a superposer les deux graphes de toutes les facons possibles et a
considérer la somme formelle de ces superpositions.

Lien avec 'opérateur Etoile

On remarque alors que la multiplication par un polynéme symétrique élémentaire
donne un opérateur sur les graphes simples proche de I'opérateur Etoile de la partie |

(§ 6.3).

Proposition 10.1.7.
Soient g et h deux graphes simples tels que g posséde d arétes de plus que h. Soit
eq le polynome symétrique élémentaire de degré d en les xy; jy. Le coefficient de x8%

h®

dans x* ey vaut s(h,g).

. 4 . ®
Démonstration. Comme x8% = Eg,%g x5, les coefficients de x8%® et de x& dans x" "¢y

coincident. Soit h’ un graphe isomorphe & h. Les termes de x" e, correspondent a
toutes les fagons possibles de rajouter d arétes disjointes & h’ (éventuellement en
doublant certaines arétes de h’). Le coefficient de x& dans x™ ¢4 est donc 1 si h’ est
un sous-graphe de g et 0 sinon. On en déduit que le coefficient de g dans Xh®€d
est le nombre de graphes h’ isomorphes & h qui sont sous-graphes de g, c¢’est-a-dire

s(h,g). 0

Le polynome e4.x8% est donc la somme d’un terme correspondant & Etoile(g) et
de termes avec des arétes multiples. Nous définissons au § 12.2.1 'algébre des graphes
simples, qui est obtenue en éliminant ces termes. Dans cette nouvelle algébre, les
deux opérateurs coincident alors complétement. Il en sera de méme dans l'algébre
des foréts que 'on définit de maniére analogue.

10.1.4 Représentation informatique
Représentation

Nous avons vu que ces considérations permettent d’obtenir des représentations
graphiques compactes pour 'humain. De méme, il est possible de s’en servir pour
manipuler informatiquement des polynomes invariants. On code tout d’abord un
multigraphe par la liste de ses coefficients. Un multigraphe a isomorphie prés est
alors codé par son représentant canonique (cf.§ 10.1.2). Enfin un polynéme invariant
est une combinaison linéaire de multigraphes a isomorphie prés. On ne stocke donc
qu'un terme du polynoéme par classe d’équivalence, ce qui permet un gain en mémoire
considérable, de 'ordre de n!.
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Calcul du produit

Il faut maintenant vérifier que 'on peut calculer le produit de deux polyndémes
dans cette représentation. On veut éviter de calculer toutes les superpositions pos-
sibles des deux graphes, car il risque d’y en avoir jusqu’a n!?. Par symétrie, il suffit
de fixer un des deux graphes et de faire les superpositions avec tous les permutés
de lautre. Il faut mettre sous forme canonique toutes les superpositions obtenues.
Enfin, il y a un coefficient que ’on ajuste aisément.

Xv1®.Xv2® — |V_1| Z | i lxcanonic(v1+v'2)® (103)
~ V1T V2
Vo E

Remarques 10.1.8:

— La taille de v + vo peut étre obtenue comme sous-produit de la recherche de
sa forme canonique.

— Il est raisonnable de conserver dans la représentation de chaque multigraphe
la taille de son orbite de facon a ne pas avoir a la recalculer ultérieurement.

— On peut choisir, pour la sommation, entre vy et vy celui qui a la plus petite
orbite.

Implémentation

Le domaine Dom: :InvariantAlgebra permet de manipuler des polynomes in-
variants comme indiqué ci-dessus pour toute représentation par permutation (do-
maines dans la catégorie Cat: :PermutationGroup). Par défaut, la forme canonique
est définie en utilisant I'ordre lexicographique. Lorsque c¢’est possible, il est vivement
recommandé de définir une méthode de canonisation plus efficace. Il peut étre ren-
table de mémoriser (option remember ou autre) les formes canoniques au fur et a
mesure. Il y a alors un compromis temps/mémoire & trouver.

Un des avantages de MuPAD, est qu’il est possible de faire appel a des biblio-
théques extérieures, par exemple écrites en C, et chargées dynamiquement. Dans
le cas des graphes, nous comptons a court terme utiliser la bibliothéque nauty de
McKay [McK90| pour les calculs de forme canonique. Cela permettra probablement
de gagner plusieurs ordres de grandeur dans le temps de calcul des formes cano-
niques. Nous escomptons aussi un gain en mémoire, puisqu’il ne sera plus vraiment
nécessaire de conserver les formes canoniques déja calculées.

10.1.5 Représentation par des chaines de graphes

Pour conclure, nous allons donner une autre interprétation combinatoire des po-
lynomes invariants, inspirée de P'article de Garsia et Stanton [GS84]. Etant donné
un ordre partiel (ou plus généralement un complexe simplicial) on peut construire
une algébre dite de Stanley-Reisner, dont la structure algébrique est trés liée a la
structure combinatoire de 'ordre sous-jacent |Gar80, BGS82|. Or, lorsqu’un groupe
agit par permutation, on peut choisir un ordre partiel de sorte que son algébre de
Stanley-Reisner ait des propriétés proches de 'algébre des invariants. En particu-
lier, il sera possible de transférer des systémes générateurs de la premiére vers la
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F1G. 10.1 — Un multigraphe et sa décomposition en couches

][I

X X X X X X X X X X _ X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

(a) Par coordonnées (b) Par couches

Fic. 10.2 — Les deux fagons orthogonales de considérer un mondéme

seconde. Dans notre cas, on ordonne ’ensemble des graphes simples par inclusion.
L’ordre partiel a considérer est alors le complexe des chaines de tels graphes, que
I’on a quotienté par I'action du groupe. Il y a donc de fortes chances pour que cette
approche permette d’appliquer en retour des outils combinatoires pour étudier 1’al-
gébre des invariants. En particulier, on peut espérer obtenir une forme intéressante
pour les invariants secondaires. Pour le moment, nous n’avons exploité que des idées
élémentaires de cette approche, et ce, essentiellement pour le calcul informatique
des secondaires. Nous pourrons donc nous contenter d’une présentation simple, sans
avoir a introduire le formalisme du cadre général.

Décomposition d’un multigraphe en couches

Jusqu’ici nous avons considéré un multigraphe comme une juxtaposition d’arétes
valuées. De maniére orthogonale, on peut aussi considérer ce multigraphe comme un
empilement de graphes simples emboités de plus en plus petits (voir figure 10.1). La
figure 10.2 a été réalisée en représentant un multigraphe par une suite d’entiers. Elle
montre que cette décomposition est utilisable pour n’importe quelle représentation
par permutation. Bien entendu, ceci est une simple généralisation de la notion de
partition duale d'une partition.

Soit, T' le treillis booléen des graphes ordonnés par inclusion. Un multigraphe
est donc une multichaine de T. Par multichaine, nous indiquons qu’il peut y avoir
répétition de certaines couches. On considére C I'ensemble de ces multichaines, que
I’on a quotienté par 'action du groupe symétrique. On peut identifier les éléments de
C avec les multigraphes a isomorphie prés. On ordonne C, par inclusion, c’est-a-dire
qu’un multigraphe m est plus grand qu’un autre m’, s’il contient les couches de m’,
plus éventuellement d’autres.

Ceci est 'ordre partiel voulu. On voit que, au moins en tant qu’espace vecto-
riel, les polynémes invariants et les combinaisons linéaires formelles d’éléments de C
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X X X X X X X X X X X X X X X X
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
(a) Emboitement correct (b) Emboitement incorrect

FiG. 10.3 — Emboitements des couches lors d’un produit

coincident. Reste & définir un produit.

Définition 10.1.9.
On appelle forme d’un multigraphe m la liste décroissante des tailles des couches
qui le composent.

Produit de chaines

Lorsque 'on effectue le produit de deux graphes, on peut obtenir deux types de
termes. Dans les premiers, les couches se superposent correctement (figure 10.3(a)).
En revanche, dans les seconds, les couches ne s’emboitent pas et une partie de la
deuxiéme couche s’effondre a I'étage inférieur (figure 10.3(b)). Nous allons définir
sur ’anneau des polyndémes un deuxiéme produit qui évitera cet inconvénient en
annulant les termes pour lesquels il y a eu un effondrement.

Définition 10.1.10 (Produit de chaines).
Soient m et m’ deuz chaines de graphes ¢1 C co C ...cqg et ¢y Cch C ...cy. On
définit comme suit leur produit de chaines

, m.m’  si l'ensemble des graphes {ci,...,cq, ¢, ..., c,} est une chaine
mxm' = ,
0 SINON

L’espace des combinaisons linéaires formelles d’éléments de C, muni du produit
de chaines, est ’algébre de Stanley-Reisner annoncée. Dans notre vision simpliste,
nous considérons seulement que nous avons muni ’espace vectoriel des polynomes
invariants d’un nouveau produit. En voici les propriétés principales :

Propriétés 10.1.11.

(i) * n'est pas intégre ;

(ii) * préserve la graduation et plus précisément la graduation fine par forme de
C[x] ; L’algebre des invariants (C[x]%,*) est donc finement graduée ;

(iii) L’algebre des invariants (C[x]|%, %) est de type fini;

(iv) Un ensemble B de générateurs pour le produit de chaines est aussi généra-
teur pour le produit usuel ;

(v) L’algébre des invariants est de Cohen-Macaulay ;

(vi) Les polynomes symétriques élémentaires forment un systéme d’invariants
Primaires ;
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(vii) Un systéme de primaires et de secondaires pour le produit de chaines est
ausst un systeme de primaires et de secondaires pour le produit usuel.

Le point (ii) est clair. Le produit de chaines a été construit pour éviter tout
effondrement et donc, dans ce cas, la forme du produit est déterminée par la forme
des opérandes. En revanche, on perd forcément l'intégrité du produit, méme dans
la sous-algébre C[x]¢ (point (i)). Par exemple, le produit de deux arétes adjacentes
par deux arétes disjointes est nul.

Le point (iii) est une conséquence de la remarque suivante :

Remarque 10.1.12: Soit m un multigraphe dans lequel une couche g de taille k
est répétée plusieurs fois. Soit m’ le multigraphe dans lequel on a enlevé un des
exemplaires de cette couche. Soit enfin e, le £° polyndme symétrique élémentaire.
On a:

m=m'*e

Démonstration. La démonstration est simple : e, est la somme de tous les graphes de
taille k. Il contient donc entre autres g, et le multigraphe m apparait comme terme
dans le produit. En revanche, si g’ est un autre graphe de taille &, il est incomparable
pour l'inclusion avec g. Comme m’ contient g comme couche, m’ x ¢ = 0. On note
que le méme argument fonctionne si 'on considére m & isomorphie prés, c’est-a-dire
comme la somme des multigraphes de son orbite. ]

L’algébre des invariants est donc engendrée par les m fonctions symétriques élé-
mentaires et les multigraphes sans répétition de couches. Ceux-ci sont en nombre
fini.

Le point (iv) n’est pas énoncé explicitement dans [Gar80|, mais s’obtient en ap-
pliquant les méthodes qui y sont décrites. Le point clef est que, dans un empilement
incorrect, les couches inférieures grossissent et les couches supérieures diminuent &
cause de l'effondrement. Il est alors possible de mettre un ordre total sur les formes
comme suit : m est plus petit que m’ si pour tout ¢ la somme des tailles des couches
de m en dessous de i est plus petite que celle de m’. De la sorte, étant donnés
deux multigraphes m et m’, les deux produits mm’ et m » m’ ne différent que par
des termes ot il y a eu un effondrement et qui sont donc strictement inférieurs aux
termes principaux. On peut alors procéder par induction.

Nous obtenons comme corollaire le fait que, pour le produit usuel, I’algébre des
invariants est engendrée par les multigraphes sans répétition de couche. Nous avons
essayé de 'exploiter, pour accélérer le calcul par ordinateur d’un systéme minimal
de générateurs.

Les points restants, que nous n’avons pas utilisés intensivement, sont traités en

détail dans [Gar80] ou [GS84].

Evaluation de I’apport du produit de chaines

Le point (iv) nous permet de rechercher des systémes générateurs dans I’algeébre
des invariants avec le produit de chaines, puis de les retransférer sur ’algébre usuelle
des invariants. De méme, de nombreuses identités algébriques peuvent étre transfeé-
rées [Gar80]. Cela suggére donc de travailler avec le produit de chaines. D’un point
de vue théorique, on peut espérer pouvoir exploiter son interprétation combinatoire
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forte. Nous allons montrer ici que ce produit peut avoir aussi des répercussions
trés intéressantes d’un point de vue algorithmique. En revanche, il présente aussi
quelques inconvénients majeurs, en particulier vis a vis de nos objectifs concernant
le probléme de reconstruction.

Un grand intérét algorithmique,. ..

D’un point de vue concret, le premier avantage de ce produit est qu’il génére
beaucoup moins de termes. Or, le coit principal d’un calcul de produit est la re-
cherche de la forme canonique de chaque terme obtenu (cf. § 10.1.4). De plus, la
plupart des algorithmes de recherche de systémes générateurs minimaux sont basés
sur la construction d’une matrice dont les entrées sont des produits. Si ces produits
ont peu de termes, la matrice est relativement creuse. Son inversion nécessite donc
nettement moins de mémoire et de temps. Les figures comparatives 11.3 page 177
et 11.4 page 178 sont édifiantes a ce point de vue.

La graduation fine de I’algébre permet encore un gain supplémentaire. En effet,
elle permet de découper C[z]§ en plusieurs sous-espaces vectoriels et de travailler
indépendamment dans chacun d’entre eux. Premier gain, cela permet de manipuler
plusieurs petites matrices plutot qu’une grosse, ce qui est trés important puisque le
cofit d’inversion d’une matrice est de 'ordre de n®. Deuxiéme gain, on peut éliminer
directement tous les sous-espaces correspondant a des multigraphes avec répétition
de couches. Enfin, cela donne un algorithme fortement parallélisable. Tout cela de-
vrait permettre d’envisager de traiter des cas nettement plus conséquents.

. mais des objections majeures

Hélas, il y a un mais. En effet, le point (iv) n’a pas de réciproque, c’est-a-dire
qu’un systéme générateur pour le produit usuel peut ne pas étre générateur pour le
produit de chaines. En conséquence, un systéme générateur minimal pour le produit
de chaines peut perdre sa minimalité quand on le transfére pour le produit usuel.
Dans la pratique et sur nos exemples, les systémes obtenus par ce biais sont de tailles
et surtout de degrés considérablement plus grands que nécessaire. Nous avions espéré
pouvoir utiliser cette technique, au moins comme prétraitement, pour obtenir une
borne sur les degrés. Mais finalement cette borne ne semble pas bien meilleure que
celle donnée par le calcul du degré maximal des secondaires (théoréme 11.4.1).

En fait, il semblerait qu’il n’y ait pas de systémes d’invariants primaires de degrés
relativement petits, comme pour le produit usuel (Cf. § 11.3.1). Si on essaye de
prendre de tels primaires, on peut calculer le nombre de secondaires par degré et cela
permet de borner le nombre de générateurs par degré dans un systéme générateur
minimal (rappelons que grace & la proposition 11.1.4, ce nombre est indépendant
du systéme générateur minimal). Or, nous avons pu calculer effectivement un tel
systéme minimal pour n = 4,5 et les bornes sont dépassées, de beaucoup. Il sera
donc probablement obligatoire d’utiliser les fonctions symétriques comme primaires
avec tous les problémes que cela pose (cf. §11.3.1).

Il y a aussi un autre inconvénient de ce produit, vis-a-vis de notre intérét pour le
probléme de reconstruction. Notre objectif lointain est de montrer que 'algébre des
invariants est engendrée par les multigraphes ayant au moins un sommet isolé. Or, ce
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n’est pas le cas avec le produit de chaines. En effet, si 'on fait le produit de chaines
de deux multigraphes avec des sommets isolés, on n’obtient que des multigraphes
avec des sommets isolés. L’idée étant qu’avec ce produit on ne fait qu’empiler des
couches existantes, sans en créer de nouvelles. En particulier, un systéme générateur
devra contenir toutes les couches simples, c’est-a-dire tous les graphes.

10.2 Relations entre les algébres d’invariants sur les
graphes

Notons, pour abréger, Z, I'algébre des polyndémes invariants sur les graphes a
n sommets. Dans cette section, nous étudions les relations entre les algébres des
invariants Z,, et Z, sur les graphes a respectivement n et n’ sommets. Nous re-
gardons en particulier le cas Z,, 1 et Z,, ce qui donne une construction formelle des
polyndémes algébriquement reconstructibles de la partie III. Enfin, nous construisons
I’algébre limite Z, sur un nombre infini de sommets, et nous tirons de son étude des
informations sur Z,.

10.2.1 Relations entre Z,,_; et Z,

Nous présentons ici une construction plus abstraite des polyndmes algébrique-
ment reconstructibles que nous étudierons dans la partie III.

Généralités sur la puissance symétrique d’une algébre

Soit A un espace vectoriel, et n un entier. On appelle Sym” A la éniéme puissance
symétrique de A, c’est-a-dire le sous-espace de Q)" A engendré par les éléments de
la forme

ay-ag - ... Ay = Zag(1)®"'®aa(n)7

ceES,

ou ai,...,a, € A (voir, par exemple, [FH96, Appendix B|). Supposons que A soit
une algébre avec une unité que nous notons 1. Alors @".A a aussi une structure
d’algebre (multiplication terme & terme) et une unité : 1 ®--- ® 1.

Soit j € {1,...,n}eta € A;onpose ®;(a) =R -Qay,, ot o =aetap =1
si k # 7. Enfin, soit

P (a) ::Zq)j(a):a®1®--~®1+ Ia®--®1+--+1® --®1®a
j=1
! 1 1
=—Fa-1-...-
(n—1)!

Théoréme 10.2.1.
Sym" A est la sous-algebre de Q" A engendrée par l'image de A par ®.

Démonstration. Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre k de termes
différents de 1 dans un produit symétrique p := aq - ... a,. Si k = 1, ce produit
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est de la forme p = a;-1-...-1 qui est bien dans l'image de A par ®. Soit

pi=ai-as-...-ag-1-...-1un produit symétrique ayant k termes distincts de 1. Par
récurrence, les produits ¢ :=ay....ap_1-1-...-1 et r :==ay-1-...-1 sont engendrés par
®(A). Notons, par commodité, by = ay,...,bp_1 = ap_1, by = bgy1 = -+ =b, =1

les termes du produit ¢, et développons I'expression gr :

gr="(ar-... ap_1-1-...-D(ag-1-...-1)

= (Z b,,(l)@---@bg(n)) @R®1® - ®l+---+1®---®1®a)

O’EGn

=(amag) ...-ag1-1-...-1T+ay-...-(agqag)-1-...-1+a;-...-a,-1-...-1
En dehors (a-...-ag-1-...-1), tous les produits apparaissant dans ¢r ont strictement
moins de k termes distincts de 1. On peut donc exprimer p a partir de tels produits
et, par récurrence, on obtient p € ®(A). O

Prenons, par exemple, A := C[z]. Dans ce cas, Q" A s’identifie avec Clxy, . . ., ;]
et Sym” A avec la sous-algébre Clxy, ..., z,]|®" des polynomes symétriques; le théo-

réme 10.2.1 affirme que les polyndémes symétriques sont engendrés par les fonctions
symétriques puissances py, := o + -+ + 2% pour k € N,

Prenons maintenant A := Clzy,...,2,]. Dans ce cas, @"A s’identifie avec
Claijl,i e {1,...,r},j € {1,...,n}, et Sym"™ A avec la sous-algébre des polynomes
multisymétriques, c’est-a-dire les polynomes P(z; ;) tels que P(x; ;) = P(2;0(;)) pour
toute permutation de &,,. Considérons I'expression suivante :

(1 + l’i71U1 + :UZ"QUQ + -+ $¢7TUT) .
1

n

)

On appelle polynomes multisymétriques élémentaires les coefficients des monomes
en les variables U; dans cette expression. On rappelle la généralisation du théoréme
fondamental des fonctions symétriques (théoréme 8.2.4).

Théoréme 10.2.2.
L’algébre des polynéomes multisymétriques est engendrée par les polynomes multisy-
métriques élémentaires. Ces derniers sont de degré au plus n.

Corollaire 10.2.3.

Soit A une algébre graduée de type fini, engendrée par des éléments de degré au plus
d. Alors Sym™ A est une algébre graduée finiment engendrée par des éléments de
degré au plus nd.

Démonstration. Soit aq,...,a, des générateurs de A. Soit ¥ le morphisme surjectif
d’anneaux de I'algébre des polynomes multisymétriques de Clxy; 3],7 € {1,...,7},7 €
{1,...,n} dans Sym" A défini par ¥(z; ;) = ®;(a;). Soient pi,...,p; les polynomes
multisymétriques élémentaires. On déduit de la proposition 10.2.2, que 'algébre
Sym" A est engendrée par les polynomes (®(p;), ..., P(px)). Ceux-ci sont en nombre
fini, et de degré inférieur a nd. O
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Application a la reconstructibilité algébrique

Revenons maintenant aux algébres des invariants sur les graphes. Soit A := 7, ;.
Pour j € {1,...,n} et p € Z,_4, soit O;(p) le polynome de C[xy; ;3] obtenu en
renumérotant les sommets dans {1,...,n} de sorte que ©;(p) ne contienne aucune
des variables xy;;;. On peut, par exemple, renuméroter les sommets en utilisant
la transposition o = (i,n). Cependant, comme p est invariant par rapport a &,,_1,
toute autre permutation o des sommets telle que o(n) = i donnera le méme résultat.
On note que ©,(p) = p. Posons finalement

O(p) := O1(p) +--- + Ou(p).

Proposition 10.2.4.

Il y a un morphisme naturel de Sym"Z,, 1 dans Z,,. L’image C[O(Z,_1)] de Sym" Z,,_,
est engendrée par l'ensemble ©(Z,,_1) des polynomes de la forme ©(p) ot p € Z,,_4.
Cette algébre est finiment engendrée, et on a la borne suivante sur les degrés d’un
systéeme générateur :

0 (CO(Zn1)]) <10 (Zna).
Démonstration. Soit W I'application linéaire de @"Z,_; dans C[x; ;;] définie par

U(p @ @pn) :=01(p1) ... On(pn).

L’image d’un élément de Sym"™Z,, | est donc de la forme

v (Z Do) @+ @ Po(n ) > 01(pe1) -+ OnlPom))

O’GGn (76611

et on vérifie que c’est un polyndme invariant. Comme de plus les ©; sont des mor-
phismes, 'application W se restreint en un morphisme de Sym"Z,_; dans Z,. Le
diagramme suivant résume la situation.

Inflc—q>> Symn In—l < ®nIn—1

\ s F

7, -~ C[X{i:j}]
Ce diagramme commute. En effet, si p € Rn — 1], on a :

U(2(p)) = V(Pi(p) + -+ + Pu(p))

=V(prole-- ®1)+--~+\I/(1®-~®1®p)

= ®l(p)® (1) n(l) + o+ @1(1) "'@n—1<1)@n(p)
) + = 0(p)

Comme d’aprés le théoréme 10.2.1, 'algébre Sym"™ Z,,_; est engendrée par ®(Z,,_1),

son image C[O(Z,_1)] par U est engendrée par ©(Z, 1) = ¥(P(Z,_1)), comme
voulu. ]
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Justifions ce formalisme. Soit m un multigraphe sur n — 1 sommets, ou, de
maniére équivalente, un multigraphe sur n sommets avec un sommet isolé. Soit
p lexponentielle symétrisée de m sur n — 1 sommets. A une constante prés, le
polynome invariant O(p) est I'exponentielle symétrisée de m sur n sommets. On en
déduit que O(Z,,_1) est le sous-espace vectoriel de Z,, engendré par les exponentielles
de multigraphes ayant un sommet isolé. Les polynoémes de C[O(Z,_1)] sont donc
précisément les polyndmes invariants algébriquement reconstructibles, tels que nous
les définissons dans la partie III.

La construction des polynomes algébriquement reconstructibles permet d’obtenir
un certain nombre d’informations sur ceux-ci. Par exemple, si p est un polyndome
invariant de Z,,_1, on sait immédiatement que non seulement ©1(p)+---+0,(p) est
algébriquement reconstructible, mais aussi ©(p) - --0,(p), ou toute autre combinai-
son symétrique des ©;(p), ce qui est moins évident avec 'autre définition des poly-
ndomes algébriquement reconstructibles. On peut de méme construire toutes sortes
d’autres polynomes algébriquement reconstructibles. Une autre conséquence est que
I’algébre des polynomes invariants algébriquement reconstructibles est finiment en-
gendrée, avec une borne connue sur le degré des générateurs.

10.2.2 Relations entre 7, et 7

Nous considérons ici un graphe indépendamment de son nombre de sommets
isolés. Comme la notion de connexité n’a alors pas vraiment de sens, on définit la
quasi-connexiteé.

Définition 10.2.5 (graphe quasi-connexe).

On appelle graphe quasi-connexe un graphe qui n’a qu’une composante connexe non
triviale. Un graphe quasi-connexe est constitué d’un graphe connezxe et éventuelle-
ment de sommets isolés.

On a alors la proposition suivante.

Proposition 10.2.6.
L’algebre des invariants est engendrée par les multigraphes quasi-connezes.

Démonstration. Le principe est le méme que pour montrer que les multigraphes
non-connexes sont algébriquement reconstructibles (théoréme 15.1.1). On raisonne
par récurrence sur le nombre total de composantes connexes non triviales. Soit g un
multigraphe ayant au moins deux composantes connexes non triviales, soit g; une
de ces composantes connexes et gy le reste du multigraphe. Dans le produit de g
par g, il y a deux types de termes. Dans les premiers la composante g; est restée
indépendante des autres; ces termes sont donc isomorphes & g. Dans les seconds, g
touche au moins une autre composante connexe non triviale de g, ; le nombre total
de composantes connexes non triviales a donc diminué et on applique la récurrence
pour les éliminer. Par exemple :

%2%0 ;“Zo®2§;§o®32>§o®

O
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On peut étendre la définition de 1’algebre des polyndémes invariants & un nombre
infini de sommets. Pour cela, on considére 1’espace vectoriel ayant pour base les
multigraphes sans sommets isolés, sur un nombre fini quelconque de sommets. On
munit sans difficulté cet espace d’'un produit similaire & celui du cas fini.

Proposition 10.2.7.

(i) Lorsque le nombre de sommets est infini, les multigraphes quasi-connezes
sont algébriguement indépendants. L’algebre des invariants est ’algébre libre
sur les multigraphes quasi-connexes ;

(i1) Les multigraphes quasi-connezes forment un systéme générateur minimal

n

partiel de l'algebre des invariants sur n sommets jusqu’au degré | ].

Démonstration. (i) Soit p := p(x™%,...,x™¥) une combinaison polynomiale

nulle des polynomes x™¢, ..., x™¥ o les multigraphes m; sont quasi-connexes
et définis sur un nombre infini de sommets. Supposons que p ne soit pas le poly-
nome nul. Soit ax™1® . x™i® yn mondme de p, avec v £ 0, 1y < ip < --- < 4
et | maximal. Dans 'expansion de p, on trouve le polynéme x™® ot m est
le multigraphe obtenu par réunion disjointe des composantes connexes non
triviales de chaque m;. On constate que, par maximalité de [, aucun autre
monodme de p n’a pu produire ce polynéome x™®. Le coefficient « est donc nul,
ce qui est contradictoire.

De fait, on peut définir naturellement un autre produit dans l'algébre des
invariants sur un nombre infini de sommets consistant simplement a prendre
pour m;.ms, le multigraphe m union disjointe sur les sommets des multigraphes
m; et my. Notre produit peut alors étre vu comme un déformé de ce produit
disjoint.

(ii) Jusqu'au degré [%], l'algébre des invariants sur n sommets coincide avec
lalgébre des invariants sur un nombre infini de sommets. Il est donc clair
que les multigraphes quasi-connexes forment un systéme générateur minimal

n

jusqu’au degré | ].

O

10.3 Calcul de la série de Hilbert

10.3.1 Introduction

Nous allons nous intéresser ici au calcul de la série de Hilbert de 'algébre des
invariants sur les graphes et, en particulier, a son calcul explicite. Dans la pratique,
on peut la calculer sans probléme jusqu’a plus d’une quinzaine de sommets (1 heure
de calcul et 20 Mo). L’étude attentive de cette série nous a été trés utile. Elle nous
a, par exemple, permis de remarquer que ’algébre était de Gorenstein (§ 8.4), de
conjecturer l'existence d’invariants primaires de certains degrés (§ 11.3.1), ou de
résoudre par la négative un probléme de Pouzet (§ 11.2, conjecture 11.2.1). Elle
est essentielle aussi dans la recherche des invariants secondaires (§ 11.4), pour avoir
rapidement des ordres de grandeur et des conditions d’arrét.

Nous avons donc cherché un algorithme de calcul rapide, avec de plus des raffi-
nements multigradués ou par forme.
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Nous rappelons succinctement les propriétés que nous avons énoncées au cours
de la section 8. Pour un groupe G fini quelconque, une formule générale de calcul
de la série de Hilbert est donnée par :

Théoréme 10.3.1 (Molien 1897).
1 1
H 92 =— e
(CVT"2) =1 2 det(Id —2M)
MeG

Optimisation : Calcul par classe de conjugaison

On remarque que le polynome caractéristique est constant sur les classes de
conjugaison de G. Il est intéressant de sommer par classe. Nous rappelons que pour
le groupe symétrique, les classes de conjugaison sont paramétrées par les partitions
de n. La classe de conjugaison correspondant a la partition cy,...,c; contient les
CI,L'%, permutations ayant des cycles de longueur cy, ..., c;. Le gain est considérable,
car le nombre de partitions croit relativement lentement, de ordre de exp(y/n)).
Par exemple, pour 15 sommets, il y a seulement 176 partitions contre 1,3.10'2 per-
mutations.

Optimisation : utilisation du type cyclique

Comme notre représentation est une représentation par permutation, les poly-
noémes caractéristiques se calculent facilement.

Proposition 10.3.2.

Soit M une matrice de permutation et (I;) le type cyclique correspondant (autrement
dit, l; est le nombre de cycles de longueur i de la permutation).

det(Id —zM) = H(l — 2tk
Corollaire 10.3.3.

Soit G un groupe de permutations de {1,...,m}, la série de Hilbert de ’algébre des
invariants C[x|¢ s’exprime sous la forme :

H(C", ) |G|ZH 1 2

ot l;(c) compte le nombre de cycles de longueur i de o.

Etant donnée une permutation o des sommets, il suffit donc de calculer le type
cyclique de la permutation correspondante des arétes, comme décrit par la proposi-
tion suivante.

Proposition 10.3.4 ([HP73][Ker91, p. 43]).
Soit o une permutation des sommets.
(i) Un cycle de o de longueur ¢ impaire concourt a % cycles de longueur c
(arétes entre les sommets du cycle).
(ii) Un cycle de o de longueur ¢ paire concourt
(arétes entre les sommets du cycle).

— 1 cycles de longueur c

N[O
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(i1i) Deux cycles de o de longueurs ¢ et ¢ concourent & c N\ cycles de longueur
cV d (arétes entre les sommets des deuzx cycles).

Exemple 10.3.5.
Le cycle (1,2,3,4) sur 4 sommets engendre les cycles suivants sur les arétes

({1,2},{2,3},{3,4},{4,5}) et ({1,3},{2,4})

Enumeération de Poélya

Le corollaire 10.3.3 peut aussi étre obtenu comme conséquence du théoréme
d’énumération par poids de Polya. Soit G un groupe de permutation. Nous avons vu
au 10.1 que les polynémes x™® ot m est un vecteur a coefficients entiers forment une
base d’espace vectoriel de C[x]®. Donc, la dimension de la composante homogéne
C[x]§ de degré d de I'algeébre des invariants est précisément le nombre de vecteurs
a coefficients entiers, tels que la somme des coefficients vaut d, comptés a I'isomor-
phie prés. Ce lien entre série de Hilbert et théoréme de Polya est déja explicité
dans [Sta79]. Nous nous contentons de rappeler sans démonstration le théoréme de
Polya, et de présenter quelques unes de ses applications. En effet, nous nous en
sommes aussi servi a diverses reprises, pour compter les graphes simples a 'isomor-
phie prés, etc. (voir, par exemple, § 18).

Soient X et Y deux ensembles avec m := | X| et k := |Y|. On suppose X fini.
A chaque élément y de Y, on associe un poids w(y) et a chaque fonction de YX le
poids w(f) := [[,cx w(f(x)). Par exemple, si Y := {y1,...,yx}, si chaque y; est vu
comme une indéterminée avec w(y) = y, et si f € Y¥, alors w(f) est un monome
de degré m = | X|. Soit G un groupe agissant sur X, que l'on fait agir sur Y* par

o.f:=foo L.

Fait 10.3.6.
Si f et f' sont dans la méme orbite O par Uaction de G sur Y, alors w(f) = w(f’).

On définit le poids d'une orbite O (pour I'action de G sur Y*) comme le poids
de n’importe quel élément de cette orbite.

Le théoréme de Polya permet d’exprimer le nombre d’orbites de poids donné.
On appelle polynome énumérateur des cycles, ou cycle-index de G le polynome

|E|

1 .
Z(G.X) = [[2.
‘G’ oeCG i=1
ot (Zi,...,Zg)) sont des variables et [;(c) compte le nombre de cycles de longueur

i de la permutation 0. On note S(Y) := >~ .y w(y) la série génératrice par poids de
Y. Plus généralement, on note S;(Y) := Zer w(y)’ la série génératrice des i-uples
(y,...,y) d’éléments identiques de Y.

Théoréme 10.3.7 (Pélya [HP73]|, [FR]).
La série génératrice par poids des orbites de YX s’obtient en substituant Z; par S;(Y)

dans le cycle-index Z(G,X) de G.
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Par exemple, si 'on veut énumérer par nombre d’arétes les graphes simples a
I'isomorphie prés, on prend pour X l'ensemble des paires de {1,...,n}, pour Y
I'ensemble {0, 1} et pour poids w(0) = 1 et w(1) = t. Enfin, on fait agir naturellement
le groupe G,, sur I'ensemble X des paires de {1,...,n}. Le nombre de graphes a
I'isomorphie prés a d arétes est précisément le nombre d’orbites dans Y de poids
ye. La série génératrice S;(y) vaut alors 1 + . Lorsque I'on substltue Z; par S;(y)
dans Z(G, X), on obtient un polynéme ay + ait + -+ + aczt " ol ag compte le
nombre de graphes simples & d arétes. Si I’on veut se contenter d’obtenir le nombre
total de graphes simples, il suffit de prendre pour poids w(0) = w(1) = 1.

Pour compter par nombre total d’arétes les multigraphes & 'isomorphie prés, on
prend Y := N, avec w(d) = t%. A priori les séries génératrices S;(Y) := 1+t + tQi +

-« +t% 4+ ... sont infinies. Cependant, en les mettant sous la forme S;(Y) = = L la
substitution ne pose pas de probléme. On retrouve alors ’expression de la série de
Hilbert de ’algébre des invariants du corollaire 10.3.3 :

H(CB", 2 |G|ZH 1= i)

On note pour finir que, dans le cadre de la théorie des représentations, 1’énu-
mération par poids de Poélya peut étre vue comme un calcul de caractére de la
représentation du groupe G. En particulier, lorsque Y = {yi,...,yx}, on peut ex-
primer la série génératrice par poids des orbites YX comme combinaison linéaire &
coefficients entiers des polynomes symétriques de Schur en les variables (yi, ..., yx)
[Ker91, Corollaire 5.1.5].

10.3.2 Raffinement par forme

Nous allons voir maintenant un premier raffinement de la série de Hilbert. Comme
le groupe agit par permutation des arétes, son action sur un multigraphe ne change
pas, par exemple, le nombre d’arétes valuées 3 du multigraphe. On appelle forme
d’un multigraphe la suite o = (01, 09,...) o o; est le nombre d’arétes valuées i du
multigraphe. Cela définit une graduation fine sur 'espace vectoriel des polynomes.
On remarque que ce n’est pas une graduation d’algeébre. En effet, la graduation fine
d’'un produit p x ¢ ne dépend pas uniquement des graduations fines de p et ¢g. Par
exemple, si ’on multiplie deux arétes entre elles (o = (1,0, ...)), on peut soit obtenir
une double aréte (o = (0, 1,0,...)), soit deux arétes simples (o = (2,0,...)). Comme
cette graduation est respectée par 'action du groupe, elle se transmet & 'algebre
des invariants. On note C[x]% Iespace vectoriel des polyndémes invariants de forme
.

Il est alors possible de calculer une série de Hilbert fine en utilisant une énu-
mération de Poélya. En effet, on est exactement en train d’énumérer par poids les
multigraphes & isomorphie prés.

La série de Hilbert fine est trés utile pour la recherche d’invariants secondaires
en s’inspirant des résultats de Garsia et Stanton [GS84|. Le principe est de définir
un deuxiéme produit sur I'algébre des invariants, dit produit de chaines. L’intérét
de ce produit est qu’il préserve la graduation fine. Si I'on choisit les polynomes
symétriques élémentaires comme invariants primaires, cette graduation fine passe
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au quotient par l'idéal engendré par les primaires. On peut alors calculer la série
génératrice fine des secondaires & partir de la série de Hilbert fine par une inversion
de Mobius [GS84, p. 117].

10.3.3 Raffinement multigradué

Comme notre représentation se scinde en sous-représentations, il est possible
de calculer une série de Hilbert multigraduée (voir [Sch91]). Cela permet d’avoir
plus d’informations sur la répartition des polynomes invariants entre les étoiles
et les graphes 0O-réguliers. Cela nous sera particuliérement utile pour la recherche
d’invariants primaires(§ 11.3.1). Nous verrons réciproquement que cette recherche
d’invariants primaires a abouti & une amélioration du calcul de la série de Hilbert
multigraduée.

Pour le calcul, il suffit de remarquer que les matrices de la représentation s’écrivent
par blocs et de calculer le polynome caractéristique sur chaque bloc.

Z 1
\G! 7, det(Id —z, M) det(Id — 2z, M>)

H(C[X{i’j}] 21, 72) = (10.4)

Ou M, et Ms sont les blocs de M correspondant respectivement aux étoiles et aux
graphes 0-réguliers. Dans la pratique, comme V et V) sont des représentations par
permutation, il est intéressant d’utiliser :

H(C[V} 21, ZQ

det Id — ZQMl)
10.5
\G| Z det(Id —z; My ) det(Id —zo M) (10.5)

sachant que les polyndmes caractéristiques se calculent rapidement & partir des types
cycliques (proposition 10.3.2).

Le lemme 11.3.4 permet une derniére optimisation. Il montre en effet que pour
chaque terme

det(Id —zo M) . , e
det(ld—Z1M1)det(Id—22M)(1 z1) . (I=27)(1—25) ... (1—2"7")

est un polynéme P. Le calcul direct de la série génératrice des invariants secondaires
permet donc de ne manipuler que des polynomes et non des fractions. Cela est
nettement plus rapide, d’autant que le polynome P peut se calculer directement
avec une variante de la proposition 10.3.4. Pour obtenir la série de Hilbert, il suffit
alors de diviser le résultat obtenu par

(1—21) . (1= 221 = 22).. (1= 25"

10.3.4 Implémentation

La bibliothéque PerMuVAR pour MuPAD permet le calcul de la série de Hilbert
d’'un groupe fini avec plusieurs algorithmes suivant la connaissance que 1'on a du
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groupe. Pour cela, ’approche orientée objet de MuPAD est trés pratique. Dans le
cas général (catégorie Cat::FiniteGroupModule), il appliquera la formule basique
utilisant les polynomes caractéristiques. Si l’action est par permutation (catégorie
Cat: :PermutationGroupModule), il calcule le type cyclique des permutations. Pour
optimiser, on peut définir une méthode cycleTypes renvoyant pour chaque classe
de conjugaison le type cyclique et la taille. Enfin, on peut définir sa propre méthode
de calcul s’il y a des optimisations trés spécifiques, ou pour obtenir des multigra-
duations.

Dans le cas d’une action par permutation, on obtient le polynéme énumérateur
des cycles comme résultat intermédiaire. La Polya-substitution est partiellement
implémentée : on peut faire de I’énumération par poids sur un ensemble fini de
valuations. Ceci nous a aussi servi a différentes occasions, par exemple pour énumé-
rer les graphes simples ou les graphes valués dans {0, 1,2}. Enfin, on peut obtenir
I'énumération fine des chaines et des secondaires (§ 10.3.2). Dans 'implémentation
courante cette énumération fine est trés coiteuse. On ne peut par exemple pas trai-
ter le cas des graphes sur 6 sommets. Il doit étre possible de 'améliorer, mais une
partie de ce coiit semble structurel, la série obtenue étant de taille conséquente ( =~ 30
termes pour 4 sommets, ~ 500 termes pour 5 sommets et ~ 16000 termes pour 6
sommets).

10.3.5 Estimations de la complexité

Pour conclure, nous donnons ici quelques estimations de la complexité du calcul
de la série de Hilbert pour les graphes, dans les cas mono et bigradué. Pour cela,
nous avons fait des mesures expérimentales avec MuPAD sur un PC pentium 450 MHz
sous Linux, puis nous avons cherché le comportement par ajustement avec gnuplot.
Le principal intérét est d’avoir rapidement un ordre de grandeur des ressources
nécessaires avant de démarrer un calcul.

Complexité en temps

La figure 10.4 page suivante donne le temps de calcul de la série de Hilbert. Il ne
varie guére selon que 1’on recherche la série monograduée ou bigraduée. L’essentiel de
'algorithme est une boucle sur toutes les partitions de n. Hardy et Ramajuan [HR18§]
ont donné 1’évaluation asymptotique suivante du nombre p(n) de partitions de n :

( ) 1 2n
n) ~ exp T/ —
b 4+/3n P 3

Il doit donc y avoir dans notre cas un terme principal de cet ordre. Un ajustement par
une courbe de la forme an®exp(n®) donne une complexité de 'ordre de n* exp(n®?).

Complexité en mémoire

La figure 10.5 page 151 donne la mémoire utilisée pour le calcul de la série de
Hilbert. Cette mémoire sert essentiellement a stocker le polynéme générateur des
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1Ms ¢ .
/ semaine
100 ks | “T= journée
i + !
10ks | o
I o il — heure
5 _ A+
E 1ks | 5
® +
3 .
[%2] r |-
£ 100 s
2 I & - minute
10 s | =+
1st : _,r' seconde
100 ms
4 6 8 10 12 14 16 18 20
n: Nombre de sommets
Série de Hilbert monograduée -+ Série de Hilbert bigraduée X
Interpolation a x*b exp(x~c) -~ Interpolation a x"b exp(x"c)

F1G. 10.4 — Temps de calcul de la série de Hilbert en fonction du nombre de sommets

secondaires. Dans le cas monogradué, son nombre de termes est de 'ordre de son
degré

2

Cc2

n—1

2 4
+C, ~n.

Dans le cas bigradué, son nombre de termes est de 'ordre de son degré sur les étoiles,
multiplié par son degré sur les graphes O-réguliers :

2 o .6
.CnNTL.

2
Cez
Il faut encore tenir compte de la taille des coefficients qui croit vite, surtout dans le
cas monogradué. L’ajustement donne un comportement asymptotique de 'ordre de
n® en monogradué et n® en bigradué. Ceci dit, le comportement est assez irrégulier,

et la qualité de I’ajustement est trés moyenne.
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64 Mo
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‘© L
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5 U
= L
8 Mo - ‘r
s
4 Mo el
o
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1 Mo
4 6 8 10 12 14 16 18 20
n: Nombre de sommets
Série de Hilbert monograduée  + Série de Hilbert bigraduée X
Interpolation a + b.x*¢c - Interpolation a + b.x*c

FiG. 10.5 — Mémoire utilisée pour le calcul de la série de Hilbert mono et bigraduée
en fonction du nombre de sommets
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Chapitre 11

Recherche de générateurs de
I’algébre des invariants

11.1 Préliminaires

Nous allons commencer par examiner les outils dont nous disposons pour montrer
qu’'un ensemble d’invariants engendre (ou n’engendre pas!) lalgébre des invariants.
Nous omettrons la plupart des démonstrations, que le lecteur pourra trouver traitées
en détail dans les introductions classiques [Stu93|.

11.1.1 D’un probléme d’algébre & un probléme d’algébre li-
néaire

Gréace a la graduation de I'algébre des polynomes invariants, on peut entiérement
caractériser un systéme générateur et un systéme générateur minimal au moyen
d’algébre linéaire. L’idée sous-jacente est contenue dans la remarque suivante. En
quelque sorte, un polynéme homogéne de degré d n’a aucune influence sur ceux
de degré < d. Les remarques et propositions ci-dessous expriment cette idée sous
différentes formes, relativement redondantes, mais que nous utiliserons toutes par la
suite.

Remarque 11.1.1: Soit B un ensemble de polynémes invariants homogénes. Soit
p un polynome de degré d et B<4 le sous-ensemble des polynomes de B de degré
< d. Le polynome p est dans I'algébre engendrée par B si, et seulement si, il est
dans l'algébre engendrée par B<y.

Démonstration. Une des implications est triviale. Pour ’autre, on suppose que p est
dans l'algébre engendrée par B, c’est-a-dire

p:Q(bhabn)

Maintenant, comme p est de degré d, il est égal a la somme de ses composantes
homogénes de degré < d. Il en est donc de méme pour Q(by,...,b,). Supposons que
by soit de degré > d. Tous les termes contenant b; sont aussi de degré > d, et sont
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donc éliminés lorsque 1'on sélectionne les composantes homogeénes de degré < d de
Q(by,...,b,). Conclusion :

p:Q(bl,,bn) :R<b2,,bn)
[

Définition 11.1.2 (Systéme générateur partiel).

Un ensemble B de polynomes invariants homogenes est un systéme générateur par-
tiel jusqu’au degré d de ['algebre des invariants si la sous-algeébre engendrée par B
contient tous les polynomes invariants de degré < d.

On note que d’aprés la remarque précédente il est équivalent que B ou B<, soit
un systéme générateur partiel jusqu’au degré d.

Proposition 11.1.3.
Soit B un ensemble de polynomes invariants homogénes. On note By le sous-ensemble
des polynomes de B de degré d. On note Ey le sous-espace vectoriel de C[x]? engen-
dré par des sommes et produits de polynomes invariants de degré < d. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

— B engendre toute [’algebre des invariants;

— pour tout d, By et Ey engendrent C[x]¢ en tant qu’espace vectoriel.

De plus, les conditions suivantes sont encore équivalentes :

— B est un systéme minimal de générateurs;

— pour tout d, By est une base d’un supplémentaire de Ey dans C[x]%.

Notons que cette proposition et ses corollaires sont valables pour n’importe quelle
algébre graduée A sur un corps K telle que Ag = K et A; est de dimension finie
pour tout d.

La situation est illustrée par la figure 11.1 page suivante. La démonstration de
cette proposition est élémentaire. Cependant, nous conseillons au lecteur d’en vérifier
soigneusement les détails, car elle est symptomatique de I'utilisation de la graduation
pour étudier les polynémes invariants. Comme premier corollaire nous obtenons la
proposition 8.1.11 énoncée au § 8. Elle indique que la liste des degrés d’un systéme
générateur minimal ne dépend que de l'algébre des invariants.

Corollaire 11.1.4.

Soient {p1,...,pr} et {q1,...,q} deux systémes minimauz de générateurs. On sup-
pose de plus qu’ils sont triés par degré croissant. Alors, k = | et pour tout i, les
polyndmes p; et q; ont méme degré.

Corollaire 11.1.5.
B est un systéeme générateur minimal si, et seulement si, pour tout d, [’ensemble
B, est un systeme générateur partiel jusqu’au degré d minimal.

Cela nous donne aussi un algorithme pour extraire un ensemble générateur mini-
mal d’un ensemble générateur B quelconque. On note B_; I'ensemble des éléments
de B de degré strictement inférieur a d.

Procédure Fondamental(B)
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s-ev engendré par les polynémes invariants de degré < d

polynémes invariants de degré d d’'un systeme générateur minin

polynémes invariants de degré < d

F1G. 11.1 — Disposition au degré d d’un systéme générateur minimal

Bmin =1

Pour d de 1 jusqu’au plus haut degré de B Faire
L :={q, q produit de degré d d’élément de B_,}
Pour p € B, Faire

Si p n’est pas dans I'espace vectoriel engendré par L Alors

L:=L U {p}
Bmin := Bmin U {p}
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour

[’étape principale de cet algorithme est un probléme d’algebre linéaire. Heureu-
sement, pour une implémentation réelle, il n’est pas nécessaire d’inverser une matrice
a chaque étape. On peut maintenir L sous forme triangulaire en appliquant dessus
un pivot de Gauss partiel a chaque fois que I'on insére dedans un nouveau polynome.
Le test d’appartenance a l’espace vectoriel engendré par L est alors relativement ra-
pide. On note que le choix des polynéomes dans Bmin_4 n’a aucune influence sur le
choix de ceux de Bming. En effet, les produits dépendent de Bmin.4, mais pas le
sous-espace vectoriel engendré par ces produits.

Bien entendu, cet algorithme ne peut terminer que si I’on a une borne sur le de-
gré des éléments de B ou, de maniére équivalente, si C[x]? est de type fini. Le théo-
réme 8.1.7 nous 'assure et donne une borne D. Nous pourrons I’améliorer considé-
rablement. D’autre part, grace a 'opérateur de Reynolds on peut avoir un ensemble
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de générateurs de I'algebre. On a donc ce premier algorithme brutal de construction
de systéme minimal d’invariants :

B := {m* : m monomes de degré¢ < D}
fondamental(B).

Cet algorithme a deux inconvénients principaux. Le premier est que la quantité de
produits a engendrer est vite démesurée. De fait, ils ne sont a priori pas linéairement
indépendants et il y a donc beaucoup de redites. Il serait intéressant de pouvoir en
extraire un sous-ensemble minimal. Le second inconvénient est que ’on est obligé de
parcourir tous les éléments de B. On aimerait pouvoir appliquer pour chaque d un
argument de dimension comme régle d’arrét. Nous verrons en 11.4 que la structure de
Cohen-Macaulay de I'algébre des invariants permet de passer en bonne partie outre
ces inconvénients. On obtiendra alors des algorithmes utilisables dans la pratique,
contrairement a celui-la.

11.1.2 D’un probléme d’algébre & un probléme d’idéal

Nous allons voir une caractérisation supplémentaire des ensembles générateurs.
Cette caractérisation a été découverte par Hilbert pour montrer que 1’algébre des
invariants est de type fini.

Théoréme 11.1.6 (Hilbert).
Soit {p1,...,px} un ensemble fini d’invariants homogénes de degrés strictement po-
sitifs. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’algebre Clp,...,px] contient tout ’anneau des invariants;

(i) L’idéal (p1, ... ,pr)c contient tout l'anneau des invariants;

(i) L’idéal (p1,...,pr)cxjc contient tout 'anneau des invariants.

Nous esquissons la démonstration de ce théoréme, car elle illustre bien les tech-
niques usuelles. Elle repose fondamentalement sur I'existence de 'opérateur de Rey-
nolds et sur la graduation de 'anneau des invariants.

Démonstration. Les implications (i) = (ii) et (i) = (iil) sont triviales.
Supposons que 'algébre des invariants C[x]“ soit bien contenue dans l'idéal

(D1, - ., Pr)cx mais pas dans l'algébre Clpy,...,px]. Soit p un polynome invariant
de plus petit degré non contenu dans Clpy, . .., pg]. Les algébres considérées étant gra-
duées, on peut supposer que p est homogene. Comme p est dans I'idéal (p1, ..., pr)cxs

p s’écrit sous la forme
p=ILp+--+ Lipk

ou Iy, ..., I, sont des polynémes homogénes.
On applique alors 'opérateur de Reynolds et on utilise ses propriétés (proprié-
tés 8.1.5), sachant que p et les p; sont invariants :

pr=(Lp) 4+ Lpe) = Lipr + -+ Lipk

Comme les p; sont de degrés strictement positifs, les polynémes invariants homo-
génes I7,..., I} sont de degrés strictement inférieurs & p. Par minimalité du degré
de p, ils sont dans C[py,...,px| et donc p aussi. Contradiction.
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Enfin, pour montrer (ii) = (iii), on peut vérifier en utilisant de maniére équiva-
lente I'opérateur de Reynolds que

<p17 s 7pk>(C[x}G = <p17 s 7pk>(C[x] N C[X]G (111)

Notons que 1'on peut aussi montrer directement par récurrence (iii) = (i) en
remarquant que les sous-espaces de C[x]? engendrés par B4 en tant qu’idéal sur
C[x]? et en tant qu’algébre coincident. O

Cette propriété remarquable permet de se ramener d’un probléme d’anneau a
un probléme d’idéal de C[x], ce qui est un progrés considérable. En effet, on a des
théorémes généraux sur les idéaux dont, par exemple, le fameux

Théoréme 11.1.7 (dit de la base de Hilbert).
Tout idéal de C[x] est finiment engendré.

On en déduit que C[x]? est de type fini, comme annoncé par le théoréme 8.1.7. De
plus, depuis 'apparition des méthodes de calculs de bases de Grébner, il existe des
procédés mécaniques pour traiter la plupart des problémes sur les idéaux : recherche
de générateurs, test d’égalité de deux idéaux, test d’appartenance a un idéal, forme
normale modulo un idéal, ... Enfin, le (iii) permet de travailler dans I'idéal engendré
dans C[x]“ plutot que dans C[x], ce qui évite de casser les symétries. En particulier,
a un degré d fixé, la dimension en tant qu’espace vectoriel est beaucoup plus petite.
En revanche, il n’y a pas a notre connaissance d’équivalent des procédures de calculs
de bases de Grobner.

11.1.3 Bases SAGBI

Des outils équivalents aux bases de Grobner ont été développés pour les algébres
(base SAGBI : Subalgebra Analogue to Grébner Basis for Ideals). Cependant, leur
utilisation est plus délicate. En particulier, contrairement aux idéaux, de nombreuses
algeébres n’ont pas de base SAGBI finie. Nous renvoyons a [Stu93, p. 91|, [Stu96,
chap. 11] et [RS90| pour plus de détails. Dans notre cas, nous avons pu montrer que,
pour la plupart des ordres usuels sur les monomes, il n’y a pas de base SAGBI finie.
Nous ne savons pas s’il existe des ordres pour lesquels la base serait finie.

Théoréme 11.1.8.
(i) Soit < un ordre total quelconque sur les variables (x19,...,Tp-11). Sin > 5,
il n’y a pas de base SAGBI finie pour les ordres lexicographique <pex ou degré
lezicographique <pegrex coTrespondants sur les monomes.
(ii) Soit < un ordre total sur les variables (z12,...,%,-11) tel que les n—1 plus
petites variables correspondent a des arétes adjacentes a un méme sommet v.
Il v’y a pas de base SAGBI finie pour l'ordre <pegReviex COTTESpONdANt.

Le principe de la démonstration est le méme dans les deux cas. Nous aurons
besoin de la définition suivante.

Définition 11.1.9 (Monome initial irréductible).
Un mondme initial m est irréductible s’l n’est pas le produit de deuxr mondmes
matiaur non triviaul.
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Nous allons construire des familles infinies de monémes initiaux irréductibles.

On en déduira que ’algébre initiale n’est pas finiment engendrée, et qu’il n’y a donc
pas de base SAGBI finie.

Démonstration. Commengons par traiter le point (i). Soit ey, ..., e, I’énumération
choisie des arétes, et x1,...,x,, les variables correspondantes. Soit <p., 'ordre lexi-
cographique correspondant sur les monémes (ce qui suit reste valable pour I'ordre

degré lexicographique <pegrex, car les monomes initiaux sont les mémes). Nous mon-

trerons que, a condition de choisir convenablement j, les monomes my = x{x,z9 avec

d > 1 sont initiaux, tandis que les monomes z{x¢ ne le sont pas.

Voyons que cela suffit pour conclure : supposons que my soit le produit de deux
monémes. Par symétrie, ils sont de la forme m/ = z¥z! et m” = x{ P29 Si k < I
alors m’ n’est pas initial. De méme si k > [ alors m” n’est pas initial. On en déduit
que m’ = z¥2% avec k > 1 et donc que m’ n’est pas initial.

Soit eq, ..., e, I’énumération choisie des arétes.

— Premier cas : les arétes e; et ey sont adjacentes. Soit ¢ > 2 minimal tel que e;

n’est pas adjacente a e;.

— (1) e; et ey sont adjacentes. Soit § > ¢ minimal tel que e; n’est adjacente ni
(i) ] j que e; \

a eq, ni & ey. Soit my 1= x‘fxﬂ;l.

@ @
?\ez\el-@ s myg = ©\d®
@q@ @4

On constate que mgy est initial. Par exemple, si l'aréte e; est envoyée sur
e1, les arétes ey et ey seront envoyées aprés ez, pour préserver I’adjacence.
Donc x5 aura une puissance nulle, et le monome sera plus petit. De méme,
si e; et ey sont fixes, on ne peut pas déplacer e; avant, puisque j a été choisi
minimal.

En revanche, zdz?

J

n’est pas initial puisque z{x¢ est plus grand :

®d ® ®d

? D > @
® & @

Les autres cas se traitent de méme. Nous nous contentons de donner la
construction.
— (ii) e; et ez ne sont pas adjacentes. Soit j > 7 minimal tel que e; est adjacente

A ey mais pas a e;. La encore, on pose my := x‘fxgx;l.

@ ®£®
2\62\1@, mg = @/d :

86 ®

— Deuxiéme cas : les arétes e; et e; ne sont pas adjacentes. Soit ¢ > 2 minimal
tel que e; est adjacente a e;.
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— (i) e; et ey sont adjacentes. Soit j > ¢ minimal tel que e; est adjacente a ey,
] J J ]
mais pas a es.

d

6

— (ii) e; et eo ne sont pas adjacentes. Soit j > i minimal tel que P'aréte e; est
adjacente a ey et & e;.

iyd (%ﬂ@ . C%d
@

9 % @ED
e2 [ s mg = d
s Sl

Remarque : la condition n > 5 a servi implicitement pour assurer I'existence des
arétes lors des constructions.

La démonstration du (ii) suit le méme principe et, comme précédemment, on se
contente de donner la construction idoine dans chaque cas. On suppose que le point
commun aux n— 1 plus petites arétes est 1. Soit e; la plus petite aréte non adjacente
al.

— Premier cas : I'aréte la plus petite e; est adjacente a e;. Soit e; la plus petite

aréte adjacente a v non-adjacente a e;.

@d@el ®/®
® ®
— Deuxiéme cas : I'aréte la plus petite e; n’est pas adjacente a e;. Soit e; la plus
petite aréte adjacente & v et a e;.

@ ®e1 ® %
%/ej/@) ) mg = @ d
® ®
Il est trés certainement possible de traiter d’autres cas de facon similaire O]

11.1.4 Produit de chaines

Nous avons vu a la section 10.1.5 que 'on peut définir un deuxiéme produit &
forte connotation combinatoire (dit produit de chaines) sur 'algébre des invariants.
Un systéme générateur pour ce produit est générateur pour le produit usuel. Nous
renvoyons a la section 10.1.5 pour une discussion sur 'apport de ce produit.

11.1.5 Considérations de dimension

Pour conclure, la série de Hilbert fournit un outil trés utile pour la recherche
de générateurs. Cette approche est naturelle, puisqu’elle généralise les arguments
de dimensions en algébre linéaire. Cependant, ici il n’existe pas toujours de famille
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a la fois libre et génératrice. Aussi, la plupart du temps, cette approche ne pourra
donner qu’une condition nécessaire.

Soit A = € Ay une sous-algébre graduée de l'algébre des invariants. On peut
définir sa série de Hilbert H(A,2) =Y dim(Ay)z% Nous appellerons informellement
H(A, z) la dimension de A. Une série H sera dominée par une série H' si chaque
coefficient de H est majoré par le coeflicient correspondant de H’. Nous dirons alors
que la dimension de A est plus petite que la dimension de A’.

Soit P = {p1,...,px} un ensemble fini de polynémes invariants homogénes. On
voudrait savoir s’ils engendrent toute I’algeébre des invariants. L’algébre Clpy, ..., pg]
engendrée par P est graduée et il suffirait a priori de montrer qu’elle est de méme
dimension que I’algébre compléte des invariants. Comme nous connaissons la dimen-
sion totale (cf. 10.3), il suffit d’évaluer la dimension de l’algébre engendrée. Lorsque
les éléments de P sont algébriquement indépendants, on a

H(Clp1,...,pxl,2) = m7

7
ou d; est le degré de p;.

Cependant, nous avons vu au § 8.5 que ’algébre des invariants ne peut pas étre
engendrée par des polynomes algébriquement indépendants. Lorsqu’il y a des rela-
tions algébriques entre les p;, la situation est plus complexe. Une relation algébrique
entre les p; (i.e. un polynéme P de C[Yy,...,Ys] tel que P(py,...,pr) = 0) est
appelée syzygie de premiére espece, ou syzygie. L’'ensemble des syzygies sur les p;
forme un idéal Ip de C[Y,...,Yy]. L'algébre graduée Clpy, ..., px] est isomorphe au
quotient de l'algébre libre C[Y;, ..., Y} sur les p; par I'idéal Ip. Il faut donc calcu-
ler la série de Hilbert de Ip. C’est en théorie possible en déterminant un ensemble
de générateurs de Ip. Ces générateurs pourront avoir a leur tour des relations que
I'on appellera syzygies de deuxiéme espéce. Et ainsi de suite, on obtient les syzygies
de troisiéme, quatriéme, ... espéces. Le théoréme des Syzygies de Hilbert [Sta79,
p. 95],[ZS75, Chapitre VII, § 13| assure que ce processus termine. La suite obtenue
est appelée résolution libre des p;.

Des logiciels comme Macaulay permettent de déterminer des résolutions libres
en utilisant un calcul de base de Grobner pour trouver des générateurs de 'idéal
des relations. Cependant, concrétement on ne peut pas aller au deld de quelques
polyndémes de petit degré et cela s’est avéré impraticable dans notre cas pour n > 5.
Nous n’avons pas eu non plus 'occasion d’utiliser ce genre de technique d’un point
de vue théorique.

Une condition nécessaire

Cependant, a défaut de nous donner une condition suffisante pour que les p;
engendrent C[xy; 3], cela nous fournit une condition nécessaire. Cette condition
est valide pour n’importe quelle algébre graduée, et nous ’énoncons dans ce cadre
1a.

Condition 11.1.10.

Soient A = Y"1 Aq une algébre graduée et (pi,...,py) une famille de k éléments
homogénes de degrés strictement positifs (dy,...,dy). Si la famille des p; engendre
Ualgebre A, alors la série de Hilbert H(A,z) = > dim Agz? est dominée par m
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Cette condition parait plutot faible. Mais toujours est-il qu’elle donne un test
simple permettant d’écarter rapidement certaines hypothéses. Ainsi, nous avons pu
l'utiliser pour résoudre par la négative une question de Pouzet (voir § 11.2), pour
nous guider vers un contre-exemple & un lemme de Grigoriev (voir § 12.1), ou pour
montrer qu’il existait des multigraphes et méme des graphes simples non algébri-
quement reconstructibles (voir § 18).

On peut donner une autre condition du méme style.

Condition 11.1.11.

Soient A == Y"7  Aq une algeébre graduée et (pi,...,p;) une famille de k éléments
homogénes de degrés respectifs (di,...,dy). Soit s(z) = z% + -+ + 2% Jeur sé-
rie génératrice. Si la famille des p; engendre 'algébre A, alors la série de Hilbert
H(A, z) =" dim Ag2? est dominée par la série H(A, z)s(z).

Démonstration. Si la famille (py,...,pr) engendre A en tant qu’algébre, elle en-
gendre aussi A en tant qu’idéal. Tout élément p de degré d se met donc sous la
forme

p= fipr + -+ fips,

ou f; est un élément de A de degré d — d;. On en déduit que la dimension de A, est
majorée par

Cq = dim Ad—d1 + dim Ad—dg + -+ dim Ad—dk~

Ce coefficient est précisément le coefficient de degré d du produit H(A, z)s(z). O

D’aprés notre expérience, la premiére condition donne généralement des résultats
plus fins, surtout lorsqu’il y a peu de relations entre les générateurs. Cependant la
deuxiéme condition peut se révéler intéressante, car on peut, dans certains cas,
en tirer des informations supplémentaires, comme une minoration du nombre de
générateurs de tel ou tel degré (voir, par exemple, § 19.3).

11.2 Les graphes simples n’engendrent pas tous les
invariants

Une approche pour essayer de trouver des générateurs est de tenter de généra-
liser les propriétés des polynéomes symétriques. Or, ceux-ci sont engendrés par les
polynémes symétriques élémentaires, c’est-a-dire les polyndmes symétriques dans
lesquels les variables sont élevées seulement a des puissances 0 ou 1. Par analogie,
appelons polynémes invariants élémentaires les polynomes invariants x8® associés
aux graphes simples g. Pouzet avait soulevé le probléme suivant :

Probléme 11.2.1.
L’algébre des invariants sur les graphes est-elle engendrée par les polynomes inva-
riants élémentaires.

Pour alléger, nous confondons ici chaque graphe simple ou multigraphe m avec
le polynéme invariant x™® correspondant. Ce probléme se reformule comme suit :
les multigraphes sont engendrés par les graphes simples.

165



Observation 11.2.2.

Le polynéme symétrique élémentaire de degré d sur les arétes est la somme des
graphes simples a d arétes. Donc les graphes simples engendrent tous les polynomes
symétriques sur les arétes.

Théoréme 11.2.3.
Pour n = 2,3,4, tous les multigraphes sont engendrés par les graphes simples.

Démonstration. Pour n = 2 ou 3, les polynémes invariants coincident avec les po-
lynoémes symétriques et la proposition est donc trivialement vraie.

Pour n = 4, cela demande plus de travail.

Dans le cadre de notre DEA, nous ’avions montré par un calcul brutal en utilisant
Maple. Ce calcul n’était a I'époque pas parfaitement terminé. Nous ’avons repris
un peu plus tard avec CoCoA et avec quelques optimisations. Voici la méthode :
le théoréme 8.2.6 donne un ensemble fini P de multigraphes qui engendrent tous
les multigraphes. Nous avons alors calculé une base de Grobner de 1'idéal engendré
par les graphes simples et vérifié que chaque multigraphe de P était dans 'idéal.
Donc les graphes simples engendrent, au sens d’idéal, tous les multigraphes et on
conclut en utilisant le théoréme 11.1.6. Pour donner un ordre de grandeur, la base
de Grobner comporte 33 polyndmes et il faut tester 120 polynémes de degré < 15.
Sur un Pentium 133 et avec CoCoA le calcul dure environ 3 heures, dont % heure
pour le calcul de base de Grébner.

Note 11.2.4: Pour 5 sommets et plus, ce type de méthode est complétement im-
praticable. Méme avec GB le calcul de la base de Grobner explose trés rapidement.
De toutes fagons, il faudrait tester 3 millions de polynomes de degré < 45.

En utilisant les algorithmes de constructions d’invariants secondaires (voir sec-
tion 11.4) on peut réduire le calcul & moins de 20 secondes pour n = 4. Ces algo-
rithmes utilisent au mieux la décomposition de Hironaka de I'algébre des invariants.
Cependant, pour n = 5 le calcul est encore impraticable, du moins tant que 1’on
n’aura pas une meilleure majoration de la borne (3(n) sur les degrés des générateurs.

A peu prés a la méme époque, Aslaksen et al. [ACG96| ont aussi montré indé-
pendamment ce théoréme en donnant I’ensemble suivant de générateurs :

TN

® ® ® ®

Leur démonstration réduit considérablement la quantité de calculs nécessaires en uti-
lisant convenablement la décomposition des graphes en étoiles et graphes 0-réguliers
et la décomposition de Hironaka de 'algébre des invariants. Notons que Aslaksen et
al. étudiaient cette algébre dans un cadre trés différent (étude d’ensembles de vec-
teurs & isométrie pres) et Uinterprétation de leurs invariants sous forme de graphes
simples n’apparait pas dans leur article. O
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Nous allons voir maintenant que cela ne se généralise pas au dela, c’est-a-dire
pour 5 sommets ou plus. En fait 'argument est trés simple, puisque la condition
nécessaire 11.1.10 n’est pas vérifiée. Convaincu de la faiblesse de ce test, nous ne
I’avons appliqué que tardivement et nous avons été surpris par la réponse.

Pour les multigraphes de degrés 1,2,3, il n’y a pas de probléme. Il y a d’abord
les graphes simples eux mémes :

S ),
) (2

puis les polyndémes symétriques :
® ®
0 Qb O %%
© 0 © 0

et enfin deux exponentielles symétrisées de multigraphes qui s’obtiennent aisément :

O/O® O/O® ® O/o@ ®
) C ) )
D I Lt I
© 0 © 0o © 0o
® ® @O/O®
AR

En revanche, dés le degré 4 la situation change :

Théoréme 11.2.5.
Pour tout n > 5, il y a au moins un multigraphe de degré 4 sur n sommets qui n’est
pas engendré par les graphes simples.

Démonstration. Comme annoncé, I'argument de dimension va pouvoir s’appliquer.
L’homogénéité des polyndmes est ici encore un point clef. Elle nous permet d’étre
assurés que les polynomes de degré 4 ne peuvent étre engendrés que par des graphes
comportant au plus 4 arétes. Il y en a 1 de degré 1, 2 de degré 2, 4 de degré 3 et 6 de
degré 4. S’ils étaient algébriquement indépendants, la série de Hilbert de I'algébre
engendrée serait :

1
Filz) = ,
5(2) (1—2) (1= 22)2(1— 23) (1 — 24)°
=14+ 2+322+72° +162* + O(2°).
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En comparant avec la série de Hilbert des polynémes invariants,
H(Clxup)®,2) =1+ 2+ 32"+ 72° + 172" + O(2°),

on voit qu’au moins un multigraphe de degré 4 n’est pas engendré.

On peut opérer de méme pour 6,7, 8 sommets. Il n’est pas nécessaire d’aller plus
loin. En effet, & partir de n = 8, le nombre de graphes simples et de multigraphes de
degré au plus 4 ne change plus. Pour des détails sur le calcul des séries de Hilbert
et du nombre de graphes simples par degré, voir la section 10.3.

Fo(2) =1+ 2z + 322 + 82° + 202" + O(2°),
H (Clxp )%, 2) = 1+ 24 32° + 82 + 212" + O(2),

Fr(2) =14 2 + 322 + 82° + 2121 + O(2°),
H (Clxp )%, 2) = 1+ 2 4 32° + 82 + 222" + O(2%),

Fy(2) =1+ 2 + 322 + 82° + 2221 + O(2°),
H (Clxp )%, 2) = 1+ 24 32° + 82° + 232" + O(2).

Généralisations

Jusqu’ici, on s’est restreint & des valuations 0 et 1 sur chaque aréte. Peut-étre
suffirait-il d’autoriser quelques valuations supplémentaires pour engendrer tous les
multigraphes.

Probléme 11.2.6.

L’algébre des invariants est-elle engendrée par les multigraphes valués dans {0,1,2} 7
Sinon, quel est le plus petit entier d tel que l'algébre des invariants est engendrée

par les multigraphes valués dans {0,1,..., d} ¢

D’aprés ce que nous venons de voir, d = 1 sin < 3etd > 2sin > 5. De
plus, on déduit du théoréme 8.2.6 que d < C2. Pour n = 5, nous avons pu vérifier
que les multigraphes valués dans {0, 1,2} engendrent tous les multigraphes jusqu’au
degré 10 (voir § 11.4). Un résultat général de cette nature serait trés intéressant
pour le probléme de reconstruction, car il réduit le probléme de reconstructibilité
algébrique des polynomes invariants aux seuls polynomes invariants de degré < Ci.
En particulier, cela cloturerait le cas n = 5.

Dans |Gri79], le lemme I indique que I’algébre des invariants sur les digraphes est
engendrée par les polyndmes invariants élémentaires, et nous aurions pu en déduire
que d = 2, comme voulu. Cependant, ce lemme s’est avéré faux (voir § 12.1).

Nos calculs indiquent que, pour le produit de chaines, il est nécessaire de consi-
dérer des multigraphes valués 3 ou plus.

A défaut de mieux, nous avons le résultat partiel suivant :
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Fic. 11.2 — Exemple de multigraphe obtenu dans le développement des polynoémes
élémentaires en les étoiles

Proposition 11.2.7.

Les polynomes symétriques en les €loiles sont engendrés par les multigraphes va-
lués dans {0,1,2}. Plus précisément, les polynomes symétriques en les étoiles sont
engendrés par les graphes avec au plus n arétes et au plus un cycle dans chaque
composante conneze. Le cycle peut étre réduit a deux sommets, donnant une double
aréte. La figure 11.2 en donne un exemple.

Démonstration. On rappelle que les polyndémes symétriques en les étoiles sont les po-
lynémes symétriques en les n variables E; on E; := ), 2 *{ij}- Ces polynomes sont
engendrés par les polynémes symétriques élémentaires. Soit e le k-iéme polynome
symétrique élémentaire en les étoiles :

ehi= >  EyE,. ... .E,

1 <tg<-<ig

Soit g un graphe dont le monome x8® apparait dans le développement d’un des
produits F; Ej,.. ... E;, . g a k arétes, chacune prise dans une étoile E;. On peut
donc associer de maniére unique a chaque aréte de g un de ses sommets adjacents.
Sur une composante connexe il y a donc au moins autant de sommets que d’arétes,
ce qui permet au plus un cycle. O
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Notons que les doubles arétes sont réellement nécessaires. Un petit calcul avec
MuPAD montre que, sur 5 sommets, le polynéme e; symétrique élémentaire de degré
4 en les étoiles n’est pas engendré par les graphes. Pour cela, il nous a suffi de
considérer I’ensemble des produits de graphes donnant un polynome de degré 4 et
de vérifier que ey n’était pas dans 'espace vectoriel engendré par ces produits.

11.3 Invariants primaires

11.3.1 Motivations

Comme nous l'avons vu au § 8.2 les polyndémes symétriques élémentaires four-
nissent immédiatement un systéme d’invariants primaires. De plus, ces invariants
primaires ont de trés bonnes propriétés. Tout d’abord, ils se comportent bien vis a
vis du type de problémes auxquels nous nous intéressons. Il est par exemple trivial
de montrer qu’ils sont algébriquement reconstructibles ou engendrés par les graphes.

Ensuite, ils se prétent bien & la recherche d’invariants secondaires. On connait
parfaitement I'algébre engendrée; on connait une base de Grobner de 'idéal en-
gendré, ce qui permet de faire aisément des calculs dans le quotient. Enfin, Garsia
et Stanton [GS84] ont développé un certain nombre de techniques dans ce cas 1a
(cf. § 10.1.5). Ces techniques sont d’autant plus intéressantes qu’elles créent un lien
explicite avec la structure combinatoire sous-jacente.

Cependant, il apparait nécessaire de trouver d’autres invariants primaires, pour
diminuer la complexité des invariants secondaires, et pour améliorer la majoration
de la borne (3(n). Nous rappelons que le nombre et les degrés des invariants secon-
daires sont uniquement déterminés par les degrés des invariants primaires (proposi-
tion 8.1.11) :

t= 1‘_[(;‘& et e = Z(d, —1) — pn,

ou i, est le degré du plus petit polynome antisymétrique pour ’action du groupe.
Or, si 'on utilise les polynomes symétriques élémentaires, ¢ et e; sont vite élevés :

ni|t= Cn—i,' e = C%% —lhn

4 30 15

5| 30240 42

6|1,8.10° 106
ou t est le nombre d’invariants secondaires et e; leur plus haut degré. Le terme
correctif 4, est nul si n est pair et vaut pu, = [2(n—1)] si n est impair (théo-

réme 11.4.1).
Dans la suite, nous allons proposer un autre systéme d’invariants primaires pour
lesquels on obtiendrait :

n|lt=C2 e =0C2 +Cé3H —fbn,
4 6 9
) 720 22
6| 3,6.106 60
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La différence est considérable! De plus, si I’on ne recherche que les invariants sur les
graphes O-réguliers®, ce systéme d’invariants primaires donne :

cZ |l

n|t=-"7 et:CQCEH —lbp
4 1 0
5 6 15
6 5040 40

Notre principale motivation a été de chercher des invariants primaires pour les-
quels la construction par ordinateur des invariants secondaires soit envisageable dans
le cas n = 5. On ne connait pas de systéme d’invariants primaires raisonnablement
optimal pour les représentations irréductibles du groupe symétrique, en dehors des
cas triviaux ([n], [n — 1,1], etc.) et des petits cas [Dix91]. Par « raisonnablement
optimal », nous entendons de petits degrés. Nous espérons en fournir pour la re-
présentation [n — 2,2]. Notons qu'il existe des algorithmes de recherche d’invariants
primaires optimaux [Kem98a|, mais ceux-ci ne parviennent pas a traiter le cas n = b.
Enfin, Dixmier [Dix91| a construit un systéme ad hoc d’invariants primaires pour
la représentation [3,2] de degrés identiques a ceux que nous proposerons, mais nous
n’avons pas réussi a le généraliser.

Nous allons présenter les méthodes que nous avons utilisées pour rechercher
des candidats. Puis, nous proposerons, pour tout n, un systéme d’invariants. Nous
conjecturons qu’il s’agit d’un systéme d’invariants primaires. Nous avons pu le mon-
trer jusqu’a n = 5 par le calcul. Au deld, nous étayerons cette conjecture sur une
étude de la série de Hilbert, en nous appuyant sur une conjecture de Mallows et
Sloane.

11.3.2 Degrés des invariants primaires

Utilisation de la série de Hilbert

Nous cherchons donc m polynomes invariants (61, ... ,6,,) de sorte que C[xy; ;1]
soit un module libre sur C[fy, ..., 0,,]. Le théoréme 8.1.24 nous donne une caractéri-

sation : il faut et il suffit que xy; ;; = 0 soit la seule solution au systéme d’équations

91<X{i,j}> == Qm(x{i7j}) = 0

Pour orienter les recherches, il serait utile d’avoir des informations supplémentaires
sur d’éventuels candidats. L’étude de la série de Hilbert va nous fournir ici de pré-

cieuses informations. En effet, si (61,...,60,,) est un systéme d’invariants primaires
de degrés respectifs (dy,...,d,,), on peut calculer la série génératrice des degrés
e1,...,e; des invariants secondaires :

Z 2% = H(C[X{Z—,j}]e", 2)(1 — zdl)(l - de) (1= zdm).

i=1

INous rappelons que la reconstruction de ces derniers polynomes suffirait presque & montrer la
conjecture de Ulam pour les graphes simples! En effet, cela montrerait la reconstructibilité de la
partie réguliére d’un graphe. Le théoréme 5.5.1 nous assure alors que, & quelques exceptions prés,
cela suffit pour déterminer un graphe simple.
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Cela montre que n’importe quel choix de degrés ne peut pas convenir, puisqu’il
serait bienvenu que le résultat obtenu soit un polynéme a coefficients entiers posi-
tifs. Cela nous donne une condition nécessaire. Est-elle suffisante ? Autrement dit,
étant donnés m entiers dq,...,d,,, si le polynome obtenu est & coefficients entiers
positifs, existe-t-il un systéme d’invariants primaires ayant les d; comme degrés? Il
s’agit d’une conjecture de Mallows et Sloane [MST73|. Depuis des contre-exemples
ont été trouvés, mais la conjecture est encore ouverte dans le cas de représentations
irréductibles. Pour une discussion plus approfondie, voir [Dix91, p. 5|.

On notera que, pour une représentation réductible, il suffit de travailler sur la
série de Hilbert multigraduée au lieu de la série de Hilbert classique. Prenons un
exemple. Supposons que notre espace V se décompose en deux irréductibles Vi et
Va. Soit H = H(V, 21, z9) la série de Hilbert bigraduée de V. Soient (dy 1,...,d1m,)
et (da1,...,dam,) deux suites d’entiers de sorte que

P = H(l _ Zfl,l) L (1 _ Zfl,ml)(l _ 232,1) . (1 _ 232,m2)

soit un polynome a coefficients entiers positifs. Placons nous sur la premiére com-
posante irréductible. Si on substitue z, = 0 dans H, on obtient la série de Hilbert
H, = H(C[V}]%, 1) des invariants de V;. Si on substitue de méme z, = 0 dans P,
on obtient

Proi= Hy(1— 2" (1= 2™,

qui est donc aussi un polynéme a coefficients entiers positifs. La conjecture de Mal-
lows et Sloane nous donnerait alors des invariants primaires sur V) et de méme sur
V5. Grace a la remarque 8.3.1, on obtient alors des invariants primaires de V de
degrés (dl,la Ce 7d17m1’ d271, Ce ,d27m2).

Une proposition de degrés

Nous avons donc étudié les séries de Hilbert jusqu’a n = 16. Nous avons trouvé
que la suite de degrés suivante convenait :

(1,...,m,2,...,C2_)).

Pour certains entiers, on peut faire un peu mieux (remplacement d’'un 14 par un 7
par exemple), mais ce n’est pas systématique. Le (1,...,n) correspond a l'espace
des étoiles ([n] @ [n — 1, 1]). On peut effectivement prendre les n polyndémes symé-
triques élémentaires en les étoiles comme invariants primaires. Cela nous a suggéré
la conjecture suivante :

Conjecture 11.3.1.

Il existe un systéme d’invariants primaires sur les graphes 0-réguliers ([n —2,2]) de
degrés (1,...,C2_)).

Cohérence avec la série de Hilbert pour tout n

Pour étayer cette conjecture il serait bon d’étre assurés de la cohérence avec la
série de Hilbert pour tout n, c’est-a-dire que nous obtenons bien un polyndéme a
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coefficients entiers positifs pour la série génératrice des secondaires. Nous l'avons
vérifié par ordinateur jusqu’a n = 12 pour la série bigraduée et jusqu’a n = 15 pour
la série monograduée. Au dela, nous avons montré un résultat partiel.

Théoréme 11.3.2.
Le produit suwvant est un polynome. Ses coefficients sont de la forme =5 ot i € Z.

H (Clxg ] 21, 2) (1—z).. (1= (1 —22) . (1— 2",

Démonstration. On utilise la formule 10.5 pour calculer la série de Hilbert.

H(@[xmen ) (L= 21) . (1= ) (1 = 22) . (1= 257)
CQ

det(Id —2,0M,) ,
1—2)... (1—2")(1— 1— it
|6 B Z Aet(ld —2,My) det(id —zpan) 21 - (=2 =) - (=277,

ou M, et M sont les matrices respectives de chaque permutation o sur les étoiles et
les graphes.

Le lemme qui suit nous montrera que chaque terme de la somme donne un
polyndéme & coefficients entiers, ce qui terminera la démonstration. O

Lemme 11.3.3.

Soient o une permutation et My et M les matrices respectives des représentations de
o sur les étoiles et les graphes. L’expression sutvante est un polynome a coefficients
entiers.

det(Id —zo M) ) o
T—2). (1= 21— 22) ... (1= 25,
det(Id —zy M;) det(Id —ZQM)( z1) . (T=2)1—23)...(1—2"")

On a besoin du sous-lemme suivant :

Lemme 11.3.4.
Soient n un entier et X = (A > Ao > -+ > i) avec Ay + - -+ + A\, < n. La fraction
sutvante est un polynome a coefficients entiers :

(1— 211 =22 (1 = 2
(1= 2M)(1—2%) ... (1 —2M)

Si de plus X # (1,...,1), la fraction suivante reste encore un polynome a coefficients
———

entiers.

(1— 2270 (1 — 2t
(1 —2h)(1—22) ... (1= 2M)

Démonstration. On va assigner de maniére unique a chaque ¢ un entier d; de 1 +
[,...,n+ 1 de sorte que \; divise d;. On aura alors pour chaque 17
(1 — z%)

W m 20 g2 e
(1 —2)
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La fraction totale sera donc un polynéme a coefficients entiers.

Commencons par 1. Soit d le plus grand multiple de A\; dans 1+1,...,n+ 1. On
pose d = [.

Supposons que dy, ..., d;_; soient déja définis. Dans 1 +1,....,n+ [, il y a L/\%J
multiples de A;. Or, Ay +--- 4+ X\;_; < n, donc comme les \; sont rangés par ordre
décroissant, (i —1)A; < n, d'ott i < [{] —1. Il y a donc au moins un multiple de );
qui n’a pas déja été assigné. Soit d le plus grand d’entre eux. On pose d; = d.

Et ainsi de suite jusqu’au dernier.

Etant donné qu’a chaque étape on prend le plus grand multiple disponible, 141
ne sera assigné que si A = (1,...,1). En dehors de ce cas, on peut donc enlever le

terme (1 — 2)!*! et continuer d’obtenir un polynome a coefficients entiers. O

Démonstration. Soient o € &,, et (c1,...,¢k) les longueurs des cycles de 0. Comme
My et M sont des matrices de permutations, leurs polynomes caractéristiques se
calculent aisément. On a

det(Id —zMy) = (1 — =)
et, en utilisant la proposition 10.3.4,

det(Id —ZM) = H (1 — zci)%_l(l — Z%) H (1 _ Zci)igl—l H(l . ZCiVCj)Ci/\Cj

c;pair c;impair i,J

Nous n’aurons pas besoin de regarder précisément tous les termes. En posant a,
et as le nombre de cycles de longueur 1 et 2, on factorise 'expression précédente
comme suit

det(Id—zM) = JJ(1 = 2)(1 = 2) (1 — 2)%1 (1 — 22) %z (1 — 22y P
c;>2
ou P est un polynome de la forme [],(1—2%). On calcule alors le terme correspondant
ao:
det(Id —ZQMl) 9 o2
H, = 1—2) . (1= 2")(1—22).. . (1 —zsnt
Aot (I =2, ;) det(id —zar) (-~ A (=2 =) (=27
Cq C%*
(1—2)...(0—=27) TLA—25) (1—22)...(1—2"")
[L=27)  Tlso(l—25) (1= 2z)a2(1 — 2)% (1 — 22)C%2 (1 — 22)ma p
C2
(1—z)...(1=20) (1—29)"(1 =232 (1—23)...(1—2"")
Hi(l _ Zfz) (1 . 22)031 +a2(1 . Z%)C§2 +a1a2p

Le lemme 11.3.4 s’applique immeédiatement au premier terme qui est donc un poly-
nome. Soit T' I'autre terme.
Dans les deux cas extrémes suivants, on vérifie que le dénominateur est de degré
C2_ | —1, ce qui permet d’appliquer le lemme 11.3.4 :
—a1=n>3:
02
(1—22)...(1—2z"")
(1 — 2)Chn

?
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c2z_
(1—22)...(1—2"")
2 .

Dans les deux cas restant, on factorise 1" de telle sorte qu’apparaisse au dénominateur
du deuxiéme facteur un polynome de degré C2_,. On appliquera alors la deuxiéme
version du lemme 11.3.4.
—a;=0etay>1:
2
(1—23)...(1—2"")

(1 + 29 s
N st )

-n>a >1:
C2
(1—22)...(1—2"")
Q)Cgl +a27a1+1(1 _ Z%)CiQ +a1a27a2P'

11.3.3 Une proposition d’invariants primaires

Apreés quelques tatonnements, nous avons proposé le systéme suivant d’invariants
primaires.

Conjecture 11.3.5.
Symétriques en les étoiles + symétriques projetés ou pas.

Proposition 11.3.6.
La conjecture 11.3.5 est vérifiée pour n < 5.

Démonstration. On note que les polyndémes symétriques en les étoiles forment bien
un systéme d’invariants primaires pour ’espace des Etoiles. D’aprés la remarque 8.3.1,
il suffit donc de vérifier que les polynomes symétriques de degré 2,.. ., Ciq forment
un systéme de parameétres pour les graphes 0-réguliers.

Pour n < 3, cette conjecture est triviale, puisque le seul graphe O-régulier est 0.
Pour n = 4, on utilise la caractérisation 8.1.24. Il faut vérifier quun graphe O-régulier
tel que Zx%m} =0et Zx?m} = 0 est le graphe nul. Pour cela, on écrit ces deux
polynomes dans la base de régularisation (proposition 4.4.1), ¢’est-a-dire que 1'on
substitue z;, par — > itiitn T} On obtient alors comme systéme d’équations

Ti2+ To3+x13 =0,
2 2 2 2 2 2
Tig + X553+ T73+ (=212 —213)" + (=212 — T23)" + (—713 — T23)” =0,
3 3 3 3 3 3
Tig +Tyz+ 73+ (=212 —213)" + (=212 — 223)” + (=713 — T23)” = 0.
On constate que les trois polynémes sont symétriques, ce qui n’est pas étonnant,

vu que pour n = 4 la représentation sur les graphes réguliers est la représentation
naturelle du groupe symétrique &3 (par permutation des trois vecteurs de la base
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donnée dans 1’équation 4.1). On montre alors aisément a la main que les sommes de
puissances des xy; j; sont nulles et donc que les xy; ;3 sont nuls.

Pour n = 5, on obtient un systéme de degré 6, composé de polynémes non-
symétriques qu’il n’est pas envisageable de résoudre a la main. Nous avons donc
utilisé le test mécanique de la proposition 8.1.25. Le probléme de ce test réside dans
le calcul de la base de Grobner. Si on 'applique directement au systéme complet de
parameétres, ce calcul ne termine pas, du moins pas dans un temps raisonnable. Il en
est de méme avec le systéme partiel de paramétres si le choix de la base et de 'ordre
sur les monomes n’est pas convenable. Cela explique pourquoi les systémes usuels
de calculs d’invariants sont incapables de trouver un ensemble de paramétres. En
utilisant la base de régularisation, et avec un systéme de calcul de base de Grobner
efficace (GB par exemple), il est possible de mener & bien ce calcul en quelques
minutes. Nous avons méme pu obtenir une base de Gréobner du systéme complet de
parametres. L]

Pour n > 6, le test mécanique semble définitivement impraticable. Méme en
utilisant FGB (la toute derniére version encore expérimentale de G'B, qui permet de
gagner un, voire plusieurs ordres de grandeur) et une base convenable, le calcul a
littéralement explosé.

Pour n = 6,7, 8, nous avons utilisé ce systéme de paramétres pour rechercher des
invariants secondaires. Nous avons alors vérifié que, au moins pour les petits degrés,
I’algébre des invariants est un module libre sur ’algébre engendrée par ce systéme
de parameétres.

11.4 Invariants secondaires

Dans toute cette partie, nous supposons vraie notre conjecture 11.3.5 sur les
invariants primaires. Tout au moins, nous supposons qu’il existe un systéme d’in-
variants primaires dont les degrés sont 1,...,n,2,...,C2_,. Notons que la justesse
de nos calculs utilisant ces invariants primaires ne dépend pas de cette conjecture,
car ils peuvent vérifier au fur et 4 mesure la cohérence des résultats. De fait, un
sous-produit de ces calculs est que, pour les petits degrés, 1’algébre des invariants
est bien un module libre sur I'algébre engendrée par les invariants primaires.

11.4.1 Degrés des invariants secondaires

Avant toute recherche, il peut étre intéressant de connaitre précisément le plus
haut degré d’un secondaire. Nous rappelons la formule du théoréme 8.1.26 :

€t = Z(dz - 1) - M

)

ou ¢; est le degré du dernier polyndme secondaire, d; sont les degrés des primaires
et u est le plus petit degré d’un polynome invariant relatif au caractére det™'. On
peut calculer p pour tout n.
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Théoréme 11.4.1.
Awec les notations ci-dessus,

L 0 si n est pair, B C2 + Céz_l st n pair,
/ 24 C2,

n—1

[3(n—1)] sin est impair; —[3(n—1)] sin est impair,

ot [x] est la partie entiére supérieure de .

Démonstration. Lorsque n est pair, d’aprés le lemme 8.4.1 € := det ™" est le caractére
trivial car 1'algébre est de Gorenstein (corollaire 8.4.5). Donc le polynéme 1 est un
invariant relatif et est de degré 0.

Nous supposerons par la suite n impair. Dans ce cas, toujours d’aprés le lemme 8.4.1,
det™! (o) = sign(o). Nous appellerons ici polynéme antisymétrique un polynome in-
variant relatif au caractére e := det™'. Cette notion est différente de celle, usuelle, de
polyndéme antisymétrique, car notre action du groupe symétrique n’est pas ’action
naturelle du groupe symétrique &,, en entier.

Il s’agit donc de trouver quel est le plus petit degré d’un polyndéme p tel que
op = sign(o)p. Le lemme suivant va nous permettre de nous ramener a un probléme
sur les multigraphes :

Lemme 11.4.2.
1l existe un polynome antisymétrique de degré d si, el seulement si, il existe un
multigraphe & d arétes (comptées avec multiplicité) sans automorphisme impair.

Démonstration. Soit g un multigraphe a d arétes sans automorphisme impair. C’est
a dire qu’il n’y a pas de permutation o des sommets de g telle que o soit de signe
—1 et laisse g invariant.

Soit donc g7 = {o.g|sign(c) = 1} l'ensemble des graphes obtenus & partir
de g par une permutation paire. On définit de méme g~ = {o.g|sign(c) = —1}.
Supposons que ces deux ensembles soient d’intersection non vide. Il existe alors g’,
ot et 07 tels que otg =g = o0~ g avec sign(c™) =1 et sign(o~) = —1. Mais alors
(07) oo™ est un automorphisme impair de g, ce qui est contraire a nos hypothéses.
Donc gt et g sont disjoints.

On peut alors définir le polynome antisymétrique de degré d

p= %y D Xy
geg”t g'€g”

Le lecteur pourra vérifier que ce polyndme est bien antisymétrique en constatant
qu’une permutation paire laisse stable gt et g tandis qu'une permutation impaire
échange gt et g .

Nous allons voir que réciproquement, on peut extraire un graphe sans automor-
phisme pair d'un polynéme antisymétrique.

Soit donc p un polynéme antisymétrique de degré d. Soit m un mondéme de degré
d de p. Soit g le multigraphe correspondant et c le coefficient du mon6éme. Supposons
que g ait un automorphisme ¢ impair. Comme p est antisymétrique, o.p = —p et
donc le coefficient de g dans o.p doit étre égal & —c. D’un autre coté, puisque que
g est envoyé sur lui méme par o, le coefficient de g dans o.p doit étre c. On aurait
alors ¢ = 0.

Conclusion : g est un multigraphe de degré d sans automorphisme impair. O
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Il ne nous reste donc plus qu’a vérifier le lemme suivant :

Lemme 11.4.3.

St n > 3, le degré minimal d’un multigraphe g sur n sommets sans automorphisme
impair est [3(n —1)].

Démonstration. On note que pour n = 1 et n = 2, il n’y a pas de graphe sans
automorphisme impair, et que pour n = 3, le plus petit graphe sans automorphisme
impair a 3 > [3(3 — 1)] arétes

Nous allons d’abord construire une famille de multigraphes sans automorphisme
impair et de degré [3(n —1)].

—
O
n:6:g6:Q )
7127297:
O

De maniére générale on définit g, comme suit :

— Si n = 4k, on prend k copies de g4 (degré 3k);

— Sin =4k + 1, on rajoute un sommet isolé (degré 3k);

— Sin =4k + 2, on prend k — 1 copies de g4 et une copie de g¢ (degré 3k +1);
— Sin =4k + 3, on prend k — 1 copies de g4 et une copie de g7 (degré 3k + 2).
Il faut maintenant vérifier que tout graphe n’ayant pas d’automorphisme impair

est de degré supérieur & [3(n — 1)]. Nous allons le faire par récurrence forte sur le

nombre de sommets.

Hypothése de récurrence : Pour tout n’ < n, si g a n’ sommets et m’ arétes n’a
pas d’automorphisme impair, alors m’ > %(n’ —1).

Pour n = 0,1, 2,3, Phypothése est vérifiée (cf. remarque en début de démonstra-
tion).

Soit donc g un multigraphe & n sommets et m arétes. Si g n’est constitué que
de sommets isolés, comme n > 2, g a des automorphismes impairs. De méme, si g
a des composantes connexes avec 1 ou 2 arétes.

Soit donc ¢ une composante connexe de g avec k > 3 arétes. Soit g’ le graphe
obtenu en enlevant cette composante connexe. Soient n’ et m’ son nombre de som-
mets et d’arétes. La composante c étant connexe a au plus k£ + 1 sommets. Donc
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m=m'+ketn<n'+k+1. Le graphe g’ n’a pas d’automorphisme impair et donc
par récurrence, m’ > %(n’ — 1). Il ne reste plus qu’a vérifier que m > %(n —1).

3 3 3 3 k—3
_ _1 > / - / > /_ - /_ 1 _ - 1 > o= >
m 4(n y>m'+k 4(n+k:)_m 4(n )+ k 4(k+ ) > 1 >0
O
Ceci conclut la preuve du théoréme 11.4.1. O

11.4.2 Base donnée par Aslaksen et al.pour n =4
— Primaires :

TEEAET

— secondaires :
O ® ® ® ® ®

O O Y ) J ) Y
O

11.4.3 Reésultats expérimentaux

Le tableau 11.1 page suivante résume les résultats que I'on a pu obtenir en
essayant différents systémes de calcul d’invariants. Les temps sont donnés a titre
d’ordre de grandeur. La plupart des calculs ont été effectués sur un PC Linux
300 MHz avec 128 Mo de mémoire. Certains ont été faits sur une machine person-
nelle (PC Linux 133 MHz, 64 Mo) et nous avons alors appliqué un facteur correctif
grossier.

Suivant 'ordre dans lequel on injecte les polynémes invariants, on peut vérifier si
certains ensembles de polynomes invariants sont générateurs. Nous allons présenter
quelques résultats obtenus de la sorte. Lorsque nous indiquons qu’un systéme est
générateur, nous entendons générateur pour les nombres de sommets et d’arétes
pour lesquels les calculs ont été menés (voir table 11.1 page suivante). Pour algébre
des invariants sur les graphes avec le produit usuel et n = 4 sommets, cela permet de
conclure que ces systémes sont bien générateurs. Pour n = 5 sommets, la meilleure
borne théorique sur le degré a notre disposition est d = 22. Les calculs n’ayant été
menés que jusqu’au degré 10 ne permettent a priori pas de conclure. Cependant,
au vu de la régularité et de I’évolution de la taille du systéme générateur minimal
en fonction du degré (voir figure A.6 page 266), il nous parait trés probable que les
systémes générateurs minimaux ne contiennent pas de polynémes de degré > 10.

— Produit usuel :

— Les graphes simples ne sont pas générateurs,
— Les multigraphes valués {0, 1,2} sont générateurs,
— Les multigraphes avec au moins un sommet isolé sont générateurs;

— Produit de chaine :

— Les multigraphes valués {0, 1,2} ne sont pas générateurs (n—4, d=4; n=>5,
d=6, ...);
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n a la main Invar Invar 2 Magma MuPAD MuPAD fin
4 | primaires v v 00 V fournis symétriques
secondaires | /[ACG96] | /(5 min, 10 Mo)® | —6 (1 min)* | 1s /(7 min, 4 Mo)* V(20 s)
5 | primaires Vi 00! 0o 0o fournis symétriques
secondaires ? 7 —5 (8 min)"* | 0o —9 (7 h, 40 Mo)® —20 (36 h, 200 Mo)*®

6 | primaires V' 00, 0o 00 Y fournis symétriques
secondaires ? 7 —4 (5 min)" | 00 —8 (10 h, 107 Mo)"® ?

7 | primaires V' 00, 0o 00 Y fournis symétriques
secondaires ? 7e 00 ™ 00 —7 (5 h, 72 Mo)* ?

8 | primaires V' 00, 0o 00 Y fournis symétriques
secondaires ? 7 oo " 00 | = 7?7777 (?777h,?7? Mo)® ?

2« /(1 min, 5 Mo) » : calcul mené a terme, en 1 minute et en utilisant 5 Mo de mémoire

b« —6 (10 h, 107 Mo) » : calcul non mené & terme, mais donnant des résultats partiels jusqu’au degré 6, au bout de 10 heures et en utilisant 107 Mo
€« 00 » : calcul non mené & terme (calcul trop long et interrompu, arrét par saturation de la mémoire ou autres)
9Calcul de base de Grobner divergent

d¢?» : Non essayé

¢Primaires difficiles & fournir

fPrimaires fournis

hPrimaires vérifiés avec GB

‘Primaires non vérifiés (voir conjecture 11.3.5)

iCrash pour 9 : « Error : object too large »

kCrash pour 6 : « Error : object too large »

!Crash pour 5 : « Error : object too large »
™(Crash pour 3 (>60 Mo) : « segmentation fault (core dumped) maple »

"Crash pour 3 (>60 Mo) : « segmentation fault (core dumped) maple »

TAB. 11.1 — Synthése des résultats obtenus avec différents programmes de calculs d’invariants
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— Algebre des digraphes (avec ou sans boucles) :
— Les digraphes simples ne sont pas générateurs (n=3, d=3).
Nous concluons par quelques statistiques sur le temps et la mémoire nécessaires
pour la recherche des invariants secondaires sur 4,5,6,7 et 8 sommets avec notre
implémentation.
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1Ms

- semaine
100 ks = journée
X
1]
10 ks -
_ = heure
3 Rl *
< 1ks
o
[} e
] [
2 X
£ 100 s - . '
1 eS| “>Y~ o i - minute
55 . - .
10 s
XK T
1ls A seconde
100 ms
3 4 5 6 7 8 9 10 11
Nombre d’arétes (ou degré)
4 sommets Interpolation a * x"b * exp(x~c) -~
5sommets X Interpolation a * x"b * exp(x~c) -
6 sommets K Interpolation a * x"b * exp(x~c) -~
7 sommets [ ] Interpolation a * x"b * exp(x*c)
(a) Produit classique
1Ms )
- semaine
100 ks 5 = journée
10 ks
= heure
= e
§ 1ks %
® X
he}
124
Q
€ 100 s >
2 e [ minute
X
10 s ofe
+ A
1s ﬂSLJr' seconde
* ]
100 ms Y=
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Nombre d'arétes (ou degré)
4 sommets Interpolation a * x b * exp(x~c) -
5sommets X Interpolation a * x*b * exp(x*c)

(b) Produit de chaines

Fi1G. 11.3 — Temps de calcul des secondaires en fonction du nombre de sommets et
d’arétes
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128 Mo

¥
64 Mo ; L]
32 Mo .
2 16Mo
=}
H 0 []
S g
£ 8 Mo :
NS -
= A
=2 i
4 Mo R e U FpEtt
x e B S e
P . S x -+
2 Mo
1 Mo
3 4 5 6 7 8 9 10 11
Nombre d’arétes (ou degré)
4 sommets -+ Interpolation a + b.xAc -~
5sommets X Interpolation a + b.x"c -~
6 sommets ¥ Interpolation a + b.x"c -~
7 sommets [ ] Interpolation a + b.x*¢c -
(a) Produit classique
1024 Mo
X
>
256 Mo
X
X
X
© X
E 64 Mo %
2 %
5 ,
8 X
2 16Mo
X
><.
4 Mo 0
77+++,,+—-++~7+++ e
1 Mo
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Nombre d’arétes (ou degré)
4 sommets Interpolation a + b.xAc -~
5sommets X Interpolation a + b.x*¢c -

(b) Produit de chaines

Fi1G. 11.4 — Mémoire nécessaire pour le calcul des secondaires en fonction du nombre
de sommets et d’arétes
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Chapitre 12

Autres algébres d’invariants

Dans ce chapitre, nous discutons d’une part d’'une autre algébre introduite par
Grigoriev pour traiter le probléme d’isomorphie de graphes, ainsi que d’autres al-
gebres d’invariants en relation avec ce probléme, par exemple les algébres des graphes
simples et des foréts, que nous utiliserons dans la partie ITI.

12.1 Algeébre des invariants sur les digraphes

L’approche algébrique des problémes d’isomorphie de graphes a été considérée
par Grigoriev [Gri79]. Il utilise une autre algébre ; au lieu de graphes non orientés, il
considére des relations d’arité k. Pour £ = 2, on peut voir ces relations comme des
digraphes ayant éventuellement des boucles; les n? variables sont indexées par les
couples de {1,...,n} au lieu des paires dans notre cas. Un de ses résultats indique
que 'anneau des invariants est engendré par les polynémes invariants associés aux
digraphes simples. Ce résultat est erroné. Nous donnons ci-dessous un exemple de
polynéme de degré 3 qui n’est pas ainsi engendré.

Dans notre contexte, de I'exactitude du résultat de Grigoriev, nous aurions ob-
tenu que ’algébre d’invariants sur les graphes est engendrée par les polynomes in-
variants associés aux graphes valués dans {0, 1,2}, énoncé dont nous ne connaissons
pas le statut. Si cet énoncé est exact, cela permet de réduire le test d’égalité de
I’algébre des invariants et de l'algébre des polynomes algébriquement reconstruc-
tibles aux seuls polynomes de degré < 2 C2. En fait, par passage au complémentaire
pour les polynémes invariants associés aux graphes valués dans {0, 1,2}, on peut
encore réduire cette borne & C2. Dans le cas n = 5, cette borne vaut 10, ce qui nous
permettrait de conclure puisque nous avons vérifié par le calcul que jusqu’au degré
10, les polyndmes invariants sont algébriquement reconstructibles. Mais, méme pour
n = 5, nous ne savons pas si I’énoncé ci-dessus est correct.

12.1.1 Digraphes et algébre des invariants sur les digraphes

Soit W lespace vectoriel sur C dont les n® vecteurs de base (€(1,2), €(1,3); - - - , €n.n—1))
sont indexés par les couples de {1,...,n}. De maniére analogue au cas des graphes,
on peut considérer un vecteur de cet espace comme un digraphe valué dans C, avec
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éventuellement des boucles, et des arétes en sens opposé :

On appelle cet espace espace vectoriel des digraphes. Un digraphe simple est un
digraphe valué dans {0,1}. Un multidigraphe est un digraphe valué dans N. Sauf
mention explicite du contraire, tous les digraphes considérés plus loin sont valués.
On munit cet espace de la représentation par permutation du groupe symétrique &,
définie par @ g€ j) ‘= €(5(:),0(5))-

Soit C[x(; ;)] = Clz(1,2),(1,3): - - - T(nn—1)] L'algébre des polynomes sur les di-
graphes. On note qu’ici les variables z(; ;) et z(;; sont distinctes, et que 'on consi-
dére les variables x(; ;). L’action de &,, sur I'espace W s’étend en une action sur ces
polynomes, par 0T ;) = T(s(i)0(j))- On appelle algébre des invariants sur les di-
graphes la sous-algébre Clz(; ;)]®" des polynomes de C[z(; ;)| invariants par I'action
de G,,.

La représentation est par permutation et, comme au §10.1, on peut définir I'ex-
ponentielle x& et 'exponentielle symétrisée de x8® d’un multidigraphe g. Ainsi, un
mondme m de Clz(; ;| peut étre identifié avec un multidigraphe étiqueté, et un
polyndme invariant peut étre interprété comme une combinaison linéaire de multi-
digraphes non étiquetés.

Digraphes, graphes et graphes orientés

On peut formaliser la construction de I'espace vectoriel des digraphes valués
comme suit. Soit V' l'espace vectoriel de base vq,...,v, ol v; représente le sommet
i. En identifiant e(; j) et v;®v;, I'espace W est isomorphe au produit tensoriel V@V
de V par lui-méme. La représentation du groupe symétrique sur les digraphes est
donc le produit tensoriel de la représentation naturelle du groupe symétrique par
elle-méme.

L’espace vectoriel des graphes valués peut étre construit comme produit symé-
trique V.V de V par lui-méme. Pour cela, on identifie I’aréte non orientée {i,j}
et le produit symétrique v;.v;. On peut alors plonger 'espace des graphes comme
sous-module de W par le morphisme

¢ gy =ViVi o Vi@V V@ Vi = eay) + e

(voir par exemple [FH96, Appendix B|). De méme l'espace vectoriel des graphes
orientés peut étre construit comme produit extérieur V AV de V par lui-méme.
Pour cela, on identifie I'aréte orientée ¢ — j et le produit extérieur v; Av;. On peut
plonger cet espace comme sous-module de W par le morphisme

¢ . ei_,]' =V; A\ Vj — V; ® Vj — Vj ® vV, = e(i,j) — e(M)

On en déduit que I'espace vectoriel des digraphes valués se décompose comme G&-
module en la somme directe de ’espace des graphes valués, de I’espace des graphes
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orientés, et d’une copie de V formée des boucles v; ® v;. La décomposition en irré-
ductibles de V' en découle immédiatement. Tout ceci revient a dire que I'espace des
matrices carrées (digraphes) est la somme directe des espaces des matrices symé-
triques a diagonale nulle (graphes), des matrices antisymétriques (graphes orientés)
et des matrices diagonales (boucles).

Les calculs dans ’algébre des invariants sur les digraphes sont souvent difficiles
du fait de la croissance trés rapide de sa taille. On définit alors [’espace des di-
graphes sans boucles et I'algébre des invariants sur les digraphes sans boucles . La
seule différence est que I'on ne considére pas les arétes (i,1) et les variables x(;;) cor-
respondantes. On peut obtenir cette derniére algébre comme quotient de 1'algébre
des invariants sur les digraphes, via le morphisme d’algébres ¢ défini par ¢(z(; ;) =0
et ¢(x(; ;) == 2. Cela permet de ramener de nombreux calculs dans l'algebre des
invariants sur les digraphes & des calculs dans ’algébre des invariants sur les di-
graphes sans boucles, dont la croissance de la taille est moins rapide. Pour donner
un ordre de comparaison, on donne, pour n = 5 sommets, les premiers termes des
deux séries de Hilbert de ces algebres

— Avec boucles : 1+ 2z + 1122 + 5123 + 2692% + 127025 + 577625 + 2427032 +

930672° + 33394827 + 1121419210 + O(2'1)
— Sans boucles : 1+ 2+ 62242323 +1102% +4272° + 168125 + 588127 + 1944828 +
5930527 + 170583210 + O(z'1)

L’algeébre des invariants sur les graphes s’exprime comme quotient de 1’algébre
des invariants sur les digraphes, via le morphisme d’algébres ¢ défini par ¢(x(; ;) := 0
et (3 ) = ¢(2(;4) = 5. Par exemple,

® ®

¢ Ol =

On note dés maintenant que 'image d’un digraphe simple est un graphe valué dans
{0,1,2}.

Calcul de la série de Hilbert

Comme la représentation est une représentation par permutation du groupe sy-
métrique G, le calcul de la série de Hilbert se réduit au calcul, a partir du type
cyclique d’une permutation o des sommets, du type cyclique de la permutation des
arétes induite par o (voir § 10.3).

Proposition 12.1.1.
Soit o une permutation des sommets. Alors :
(i) Un cycle de o de longueur c induit ¢ cycles de longueur ¢ (arétes internes au
cycle, y compris les boucles) ;
(ii) Deuz cycles de o de longueurs c et ¢ concourent & 2xc/N\c cycles de longueur
cV [ (arétes entre les sommets des deux cycles).
Pour les digraphes sans boucles, il faut modifier légérement ’énoncé du (i) : un cycle
de o de longueur ¢ n'induit que ¢ — 1 cycles de longueur c.

La complexité du calcul effectif de cette série de Hilbert est du méme ordre
que pour les graphes (voir 10.3.5). Ceci peut étre utilisé pour calculer efficacement,
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la série de Hilbert de l'algebre des invariants sur les graphes orientés, alors méme
que la représentation du groupe symétrique &,, sur les graphes orientés n’est pas
une représentation par permutation. Soit en effet ¢ une permutation de &,, dont on
connalit le type cyclique. Le polynéme caractéristique de la matrice de représentation
M, de o sur les graphes orientés vaut

det(Id —zM’)  J[.(1— 29
det(Id —zM) = = ==
e ( z ) det(Id _ZM//) Hz(l . Zi)l;/a

ou M' et M" sont les matrices de représentation de o sur I'espace des digraphes
et 'espace des graphes, et I’ et I” les types cycliques correspondants. Ces types
cycliques sont entiérement décrits par les propositions 12.1.1 et 10.3.4.

12.1.2 Systémes générateurs

Dans [Gri79|, Grigoriev étudie les propriétés de cette algébre. Il se place dans un
cadre plus général et considére I'espace vectoriel de dimension n* :

Gin =V& - ®V
k

Il interpréte un vecteur v;, ®---®v;, de la base canonique de cet espace comme une
hyperaréte orientée (i1, ...,1), et un vecteur quelconque h comme un k-hypergraphe
orienté et valué. Il définit alors de maniére usuelle action du groupe symétrique &,
sur cet espace, puis les polyndémes et les polynémes invariants.

Grigoriev démontre que le corps des fractions invariantes est engendré par n* +1
polyndmes invariants, et en déduit qu’il existe un systéme complet d’invariants de
taille n* + 1. Ce résultat, non constructif, est en fait un résultat général sur les
invariants de groupes finis (voir théoréme 9.1.2). Il raffine ensuite ce résultat en
précisant que 1’on peut prendre ces n* +1 polynémes invariants parmi les polynomes
de degré < n*. Pour cela, il s’appuie sur un lemme [Gri79, Lemma I] que I'on
référencera par la suite par lemme 1.

Appelons polynéme invariant élémentaire le polyndéme invariant associé & un di-
graphe simple. Cette notion est analogue a celle de polynéme symétrique élémentaire.
Le théoréme fondamental des fonctions symétriques indique que les polynémes symé-
triques sont engendrés par les polynomes symétriques élémentaires. Dans le lemme I,
Grigoriev propose la généralisation suivante de ce théoréme : I'algébre (C[x(i,j)]g" des
invariants sur les digraphes est engendrée par les polyndmes invariants élémentaires
(ce lemme est en fait énoncé dans le cadre plus général des hypergraphes). La dé-
monstration indique de procéder comme pour le théoréme fondamental des fonctions
symétriques (c’est-a-dire en fait de démontrer que les polynomes invariants élémen-
taires sont une base SAGBI de 'algébre des invariants). Ceci nous a intrigués, car
nous avons montré que, dans le cas des graphes, 'analogue du lemme T était faux
(théoréme 11.2.5). De plus, toujours dans le cas des graphes, il n’y a pas de base
SAGBI finie pour 'ordre sur les monémes utilisé dans la démonstration du théoréme
fondamental des fonctions symétriques (théoréme 11.1.8), et en fait probablement
pas de bases SAGBI finie du tout.
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Comme dans le cas des graphes (voir § 11.2), on peut appliquer le test sur la série
de Hilbert. Il nous indique qu’il y a au moins un multidigraphe de degré < 6 qui
n’est pas engendré par les digraphes simples. Le méme test appliqué aux digraphes
sans boucles réduit ce degré a 3.

Proposition 12.1.2.
Pour n < 3, les multidigraphes suivants de degré 3 ne sont pas engendrés par les

digraphes simples.
g1 = % g2 1= I\Q

Démonstration. Les polyndmes invariants associés aux graphes simples étant homo-
génes, on peut se ramener a un probléme d’algébre linéaire de la fagon suivante. On
considére tous les produits de graphes simples dont le degré final est 3. Par exemple :

Chacun de ces produits donne un polynéme homogéne de degré 3. Soit M la matrice
de ces polynomes dans la base des multigraphes.

(2\0)'(2‘;0)(2\0)' (I\o);(i\o)' (>>'(-)(Z‘\o>' (Z\@)gC\o)' .
3 1 0 0 [

Il est clair que seuls les deux premiers produits ont un coefficient non nul sur g; et
go, car il faut que tous les digraphes apparaissant dans le produit soient des « sous-
digraphes » de g; ou g,. Les deux lignes correspondant a g; et gs sont donc égales,
ce qui veut dire que toute combinaison linéaire de produits de digraphes simples a le
méme coefficient sur g; et go. Donc ni g; ni gs ne sont engendrés par les digraphes
simples.
Nous avons aussi vérifié ce contre-exemple en utilisant notre bibliothéque PerMuVAR

pour MuPAD. De fait, il est possible d’utiliser ce paquet pour construire systémati-
quement des contre-exemples de degrés 4 ou 5. O

On note que Grigoriev a énoncé ce lemme en prenant comme corps de base un
corps de caractéristique 0 ou bien F,. On vérifie que, méme en caractéristique g > 0,
la démonstration ci-dessus reste valide, et que les multidigraphes g; et gy ne sont
donc pas engendrés par les digraphes simples.
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12.2 Quotients de 1’algébre des invariants

Nous étudions maintenant les propriétés générales de certains quotients de 1’al-
gébre des invariants, ’algébre des graphes simples et I'algébre des foréts. Les résultats
obtenus ici serviront dans la partie III.

12.2.1 Algébre des graphes simples
Définition

Soit, I 'espace vectoriel engendré par les multigraphes avec des arétes multiples.

On constate aisément que I est un idéal de I'algébre C[xy; j;] des polynémes. Comme
de plus cet idéal est stable par I'action du groupe &, il définit un idéal I de
Ialgébre des invariants. Cet idéal est engendré par les polyndomes x%z i =0
Définition 12.2.1 (Algébre des graphes simples).
On appelle algébre des graphes simples ou algébre des graphes le quotient de l’algébre
des invariants par 1. En tant qu’espace vectoriel, il est engendré par les expressions
x8% ou g est un graphe simple. On a donc muni d’une structure d’algebre 'espace
vectoriel VCG?I" des graphes simples non étiquetés du § 6.

Le produit de deux graphes g; et gy est la somme des graphes obtenus par union
disjointe des arétes de g; et de gy. On l'appelle donc produit disjoint de g et go.
Bien entendu, le produit disjoint n’est pas intégre, mais I'algébre est graduée, de 0
a Ci, chaque composante homogéne de degré d correspondant a I'espace vectoriel
des graphes simples non étiquetés a d arétes. On peut donc appliquer les résultats
du § 11.1.1 sur les systémes générateurs minimaux. Le point principal est que deux
systémes générateurs minimaux ont méme taille et mémes degrés. En particulier,
le degré maximal (3 (VCGQ") dans un systéme générateur minimal ne dépend que de
Palgébre. L’étude des pglynémes symétriques de cette algébre va nous permettre de

donner une majoration de 3 (VCGQ").

Polynoémes symétriques

Soit ¢ la projection canonique de l’algébre des invariants dans ’algébre des
graphes simples. C’est un morphisme d’algébres.

Définition 12.2.2.
On appelle polyndme symétrique de 1'algébre des graphes simples [image par ¢ d’un
polynome symétrique de lalgébre Clxy; ;).

Propriétés 12.2.3.

A un scalaire pres, il n’y a qu’un seul polynome symétrique élémentaire de degré d
dans Ualgebre des graphes simples. 1l s’agit de l'image ¢(eq) du polynome symétrique
élémentaire eq de C[xy; ;1]. Ce polynome est la somme des graphes simples a d arétes.
Lorsqu’il n’y a pas ambiguité, on le note simplement eq. Il s’exprime tres simplement
en fonction de ey :

eq=d el
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Démonstration. Soit py le polynome symétrique C[xy; ;3] correspondant a la parti-
tion A de d. Il s’agit de la somme de tous les multigraphes dont la forme est \. Par
exemple, si A = (3,1,1,1) p, est la somme des multigraphes ayant une aréte valuée
3 et 3 arétes valuées 1. Calculons sa projection ¢(p,) sur l'algébre des invariants.
Si A contient une valuation plus grande que 2, il y a une aréte multiple et donc
®(px) = 0. Sinon, p, est le polynome symétrique élémentaire e;. De méme que ey, le
polynome ¢(ey) est la somme des graphes simples & d arétes.

Comme ¢(e1)? = ¢(ef) est un polynome symétrique de degré d, il s’écrit sous la
forme ¢(e;)? = ad(ey). Le coefficient oo compte de combien de fagons on peut choisir
une aréte dans chaque ¢(e;) pour obtenir un graphe donné a partir du produit
$(e1)?. Donc o = d.. O

Une application directe de la proposition 10.1.7 donne alors une interprétation
combinatoire du produit pas un polyndéme symétrique dans ’algébre des graphes
simples.

Remarque 12.2.4: La multiplication par e; dans l'algébre des graphes simples
correspond exactement a 'opérateur Etoile du § 6.3.

Majoration des degrés dans un systéme générateur minimal

On en déduit que, si d est supérieur a LC—QZJ, la multiplication par e; donne un
opérateur linéaire surjectif de la composante homogéne de degré d vers la composante
homogéne de degré d + 1 (théoréme 6.3.2). Autrement dit, on peut exprimer un
graphe simple & d + 1 arétes comme combinaison linéaire de produits de graphes

simples a d arétes par e;. On en déduit le théoréme suivant.

Proposition 12.2.5.

2
L’algebre des graphes simples est engendrée par les graphes avec moins de L%J
arétes :

C2
VS < 15)

Notons que 'on peut faire la méme construction pour n’importe qu’elle repré-
sentation par permutation, et que les résultats précédents restent valables. Dans
le cas des graphes, on peut raffiner cette proposition en utilisant un raisonnement
analogue a celui de la proposition 10.2.6.

Proposition 12.2.6.
L’algébre des graphes simples est engendrée par les graphes simples quasi-connexes
2
avec moins de L%J arétes.
De méme que dans le cas des multigraphes, on peut considérer le cas n = oc.
L’algébre des invariants est alors isomorphe & ’algébre libre sur les graphes simples

quasi-connexes.
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Algébre des graphes simples pour la réunion

On peut aussi définir une algébre sur les graphes simples en prenant comme
produit de deux graphes étiquetés g et g’ la réunion g U g’ de ces deux graphes. Cela
revient a quotienter ’algébre des invariants par 1'idéal engendré par x%m.} = Ty}
Pour distinguer entre les deux produits, on appelle ce produit produit de réunion, et
lautre produit disjoint. Cette algébre a été utilisée par Kocay [Koc82| sous le nom
d’algebre des sous-graphes pour étudier le probléme de reconstruction (voir § 15).

On note que ce n’est pas une algébre graduée! Par exemple,

oz\o?oz\o +2©%® +2©ﬁf.

Soient v et v/ deux vecteurs homogénes de VCGQ’". Soient v X v’ leur produit disjoint

et v U v’ leur produit de réunion. On vérifie qune v X v/ est la composante homogéne
de degré maximal de v U v'. En effet, tous les autres termes de v U v’ correspondent
& des unions non disjointes de graphes, qui sont donc de degré strictement plus petit
(c’est-a-dire qui ont moins d’arétes). On en déduit que le vecteur v x v —v U v’
est de degré strictement inférieur au vecteur v x v’.

Ce fait permet de comparer le comportement des deux algébres vis-a-vis des
systémes générateurs. La démarche est la méme que lorsque nous comparons le
produit de chaines et le produit usuel de 'algébre des invariants (voir § 10.1.5).

Proposition 12.2.7.
Soit B une famille de vecteurs homogénes de [’espace vectoriel VC@;” des graphes
simples, qui est génératrice pour le produit disjoint. Alors, elle est gérgémtrice pour
le produit de réunion.

Démonstration. Supposons, par hypothése de récurrence, que B engendre tous les
vecteurs de degré < d pour le produit d’union. Soit w un vecteur de degré d. 11 s’écrit
comme combinaison linéaire de produits disjoints d’éléments de B. Comme le produit
X préserve le degré, on peut se ramener par linéarité au cas ot w est de la forme vxv’,
avec v et v/ deux vecteurs de degré < d. On a alors w =vx v/ +(vUvV —vxV'). Le
deuxiéme terme est de degré < d. Par hypothése de récurrence, il est donc engendré
par B pour le produit d’union, ainsi que v et v'. Donc w est engendré par B pour
le produit d’union, comme voulu. O

Comme entre le produit de chaines et le produit usuel, la réciproque est fausse.
En effet, le produit d’union ne préservant pas le degré, on peut obtenir des vecteurs
de degré d par des différences de la forme v U v/ —w U /', alors que les deux termes
v U Vv et w U W sont de degré > d.

12.2.2 Algébre des foréts

Introduction

Nous allons définir de maniére analogue ’algébre des foréts comme quotient de
Ialgebre des invariants. Cette algébre est utilisée au § 19.1.3, pour étudier la recons-
tructibilité algébrique des arbres. Ceci est possible grace a la proposition 19.1.4 qui
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assure que la reconstructibilité algébrique dans I'une ou 'autre algébre est équiva-
lente.

Soit I I'espace vectoriel engendré par les multigraphes cycliques, c¢’est-a-dire avec
au moins une aréte multiple ou un cycle. On constate que [ est un idéal stable par
I'action du groupe &,. (Si un monoéme m est cyclique, tout monéme obtenu par
produit de m par un autre monodme est aussi cyclique. De méme, les ¢léments de
I'orbite de m sont cycliques).

Définition 12.2.8 (Algébre des foréts).

On appelle algébre des foréts le quotient de l’algébre des invariants par lidéal I®n.
En tant qu’espace vectoriel, il est engendré par les expressions xf® o0 £ est une forét.
On a donc muni d’une structure d’algébre 'espace vectoriel (foréts,) des foréts non
étiquetées.

On note que 'algébre des foréts est de dimension finie, graduée de 0 a n — 1. Le
produit n’est bien entendu pas intégre. Par exemple, si 'on multiplie un arbre par
une aréte, on obtient forcément un cycle.

Evaluation de la série de Hilbert

La série de Hilbert de cette algébre compte les foréts & n sommets par nombre
d d’arétes. On note f; le nombre total de foréts non étiquetées sans sommets isolés
et avec d arétes. On vérifie que f; est un majorant de dim((foréts,),), avec égalité
lorsque n > 2d.

Le calcul de f; se fait sans difficulté au moyen de séries génératrices (voir [FR,
§ 1], [Knu69] ou [HP73]). On peut obtenir plusieurs centaines de termes en quelques
secondes (table 12.1 page suivante et figure A.7 page 267). L’évaluation asymptotique
du nombre a,, d’arbres & n sommets (d = n — 1 arétes) est donnée par

1 1

1 1

T (12.1)
ou p est de l'ordre de 0,3383219 ([HP73]). Elle est obtenue par une étude analy-
tique de la série génératrice (voir aussi [FR, § II]). On en déduit que I'évaluation
asymptotique de f; doit étre de la forme :
141

fax=C ; FIE (12.2)
(communication personnelle de Flajolet). Un ajustement rapide avec gnuplot in-
dique que C est de l'ordre de 1,21, et que C = 3 est une majoration stricte. La
figure A.10 page 268 présente le rapport r, entre le nombre de foréts et d’arbres a
d jusqu’a n = 250. Ce rapport tend asymptotiquement vers une constante r, avec
une vitesse de convergence de 'ordre de % Un ajustement équivalent par gnuplot
donne r de 'ordre de 2,13.

Pour n < 2d, le calcul peut aussi se faire par nombre de sommets et nombre
de composantes connexes, mais on ne peut gueére aller au dela de 14 composantes
connexes (figure A.8 page 267). Enfin, on peut avoir des équivalents asymptotiques
de ces quantités.
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Note 12.2.9: L’évaluation la plus intéressante est que, lorsque n tend vers I'infini,
le quotient du nombre de foréts & k£ composantes connexes par le nombre d’arbres
tend vers une quantité de Pordre de =5; (communication personnelle de Flajolet).
Le nombre de foréts décroit donc trés rapidement par rapport au nombre d’arbres.

d 01121314516 7| 8| 9 |10 11 12 13

#foréts | 1|12 48|16 |34 |71 | 154|341 | 768 | 1765 | 4134 | 9838 | 23766

TAB. 12.1 — Nombre de foréts a d arétes, ou dimension de la composante homogéne
de degré d de ’algebre des foréts lorsque n est grand par rapport a d

Systémes générateurs et comportement asymptotique

Les propriétés suivantes de ’algébre des foréts se montrent de maniére analogue
au cas des multigraphes ou des graphes simples. On note qu'une forét quasi-connexe
est constituée d’'un arbre et de sommets isolés. On 'appelle donc quasi-arbre.

Propriétés 12.2.10.
L’algébre des foréts est engendrée par les quasi-arbres.

Sur un nombre infini de sommets, les quasi-arbres sont algébriquement indépen-
dants. L’algébre des foréts est alors l'algébre libre sur les quasi-arbres.

Comme [’algebre sur n sommets coincide avec [’algébre sur un nombre infini de
sommets jusqu’au degré | %], les quasi-arbres forment un systeme générateur minimal
partiel de l'algebre des foréts sur n sommets jusqu’au degré |%].

Polyn6émes symétriques

De méme que dans l'algébre des graphes simples, on peut aussi définir les po-
lynémes symétriques dans 'algébre des foréts. On montre de maniére analogue les
propriétés suivantes.

Propriétés 12.2.11.

A un scalaire pres, il 'y a qu’un seul polynéme symétrique élémentaire de degré d
dans Ualgébre des foréts. Il s’agit de l'image ¢(eq) du polynome symétrique élémen-
taire eq de Clxy; jy]. Ce polynome est la somme des foréts o d arétes. Lorsqu’il n'y
a pas ambiguité, on le note simplement eq. Il s’exprime trés ssimplement en fonction
de eq :

€qg = d! ef.

Remarque 12.2.12: Ici aussi, la multiplication par le polynome symétrique élé-
mentaire e; peut étre interprétée comme 'opérateur Etoile. Cependant, contraire-
ment aux graphes simples non étiquetés, les foréts non étiquetées ne peuvent pas
étre définies comme quotient du treillis booléen par un groupe de permutation. On
ne peut donc pas appliquer directement les résultats du § 6 pour étudier 'injectivité
de cet opérateur.
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12.2.3 Généralisations

Soit, P une propriété de multigraphe, indépendante de 1’étiquetage des sommets
et stable par sous-graphe. On peut définir de maniére analogue une algebre gradué
Ap en quotientant ’algébre des polynomes invariants par I'idéal des multigraphes
ne vérifiant pas P. Par exemple, on retrouve respectivement ’algébre des graphes
simples et 'algébre des foréts avec les propriétés « étre un graphe simple » et « étre
une forét ». On peut ainsi définir des algébres des graphes bipartis, des graphes sans
Py, des graphes sans triangles, etc. L’intérét d’'une construction de ce type peut
étre de fournir une condition supplémentaire pour qu’un ensemble donné de multi-
graphes engendre ’algébre des invariants. En effet il faut que le sous-ensemble des
multigraphes vérifiant P engendre ’algébre Ap, et 'on peut alors essayer d’appliquer
le critére 11.1.10 de dimension.

12.3 Hypergraphes et graphes bipartis

Nous définissons ici les algeébres d’invariants sur les multigraphes et sur les
graphes bipartis, et nous récapitulons les propriétés de ces algebres similaires a
celles de 'algebre sur les graphes.

12.3.1 Hypergraphes

Soit k < n un entier. On considére ’espace vectoriel dont les CfL vecteurs ey de
base sont indexés par les parties de taille k£ de {1,...,n}. Un élément de cet espace
vectoriel peut étre interprété comme un k-hypergraphe valué. Le groupe symétrique
S,, agit de maniére usuelle sur ces vecteurs par oey := €(,(q),aca}. Cette action
s’étend a l'anneau C[x,4| des polyndmes sur cet espace, et on appelle algébre des
polynomes invariants sur les multigraphes la sous-algébre C[x4]¢ des polynomes
invariants. Bien entendu, pour k = 1, on obtient ’algébre des fonctions symétriques,
et pour k = 2 'algébre des polyndmes invariants sur les graphes.

Calcul de la série de Hilbert

Comme dans le cas des graphes, on peut calculer efficacement la série de Hilbert
en sommant par classes C' de conjugaisons de &, et, étant donnée une permutation
des sommets o € C', en exprimant le polynéme caractéristique de la matrice M, de
représentation a partir du type cyclique de la permutation des hyperarétes corres-
pondante (voir § 10.3). Par contre, il semble difficile d’exprimer directement le type
cyclique de la permutation des arétes a partir du type cyclique de la permutation
des sommets. La difficulté vient du fait que les arétes sont non orientées. Si I’'on
considére des variables indexées par les k-uples et non les parties de taille k, ce cal-
cul est plus facile. Cela peut se voir dés n = 2, 'expression étant déja plus simple
pour les digraphes que pour les graphes (voir 10.3.4 et 12.1.1).

Dans notre implémentation, nous construisons donc explicitement pour chaque
classe de conjugaison de &,, une permutation o de cette classe, puis la permutation
correspondante des hyperarétes, et enfin, le type cyclique de cette permutation.
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De méme que pour les graphes, on montre que pour k£ > 2, il n’y a pas de pseudo-
réflexions (voir lemme 8.4.2). Enfin, algébre des invariants sur les digraphes est de
Gorenstein si, et seulement si, Cﬁ:; est pair. Prenons en effet une transposition ¢, j;
les parties contenant ¢ et j, ou ni ¢ ni j, sont fixes. Les autres se groupent par cycles
de longueur 2 de la forme (AU {i}, AU {j}), ot A est une partie de taille k—1 parmi
les sommets restants. Le signe de la permutation des hyperarétes correspondant a
cette transposition vaut donc (—1)Cn—2.

12.3.2 Graphes bipartis

Soit n; et ny deux entiers. On considére I’espace vectoriel dont les niny vecteurs
e, j) de base sont indexés par les couples (i,j) ou ¢ parcourt {1,...,m} et j
parcourt {1,...,ns}. Un élément de cet espace peut étre interprété comme un graphe
biparti A; x As valué, ott comme une matrice nq ...no. Le groupe symétrique &,
agit sur ces variables par oi.€(;j) := €(4(;),j). De méme, le groupe symétrique &,,
agit par 0g.€(; j) := €(; »(;))- De plus, si ny = ny, on considere I'action de &, := (id, t)
définie par t.e(; ;) = €(;;). On considére le groupe engendré par toutes ces opérations.
Par exemple, dans le cas n; # ny = n, cela revient & considérer des matrices a
permutations indépendantes des lignes et des colonnes prés. Lorsque n; = no, on
rajoute de plus la transposition.

On définit de maniere usuelle I'algébre des polynémes Clx; ;)| puis I'algébre des
polynomes invariants sur les graphes bipartis .

Il peut étre intéressant d’étudier cette algébre pour deux raisons. D’une part
sa taille croit plus lentement que pour les graphes. Ainsi, on a a sa disposition
un certain nombre de petites algébres d’invariants sur lesquelles on peut faire des
calculs explicites et des expérimentations, et on peut supposer que les propriétés de
ces algébres ne sont pas sans rapport avec celles de I'algébre des invariants sur les
graphes. D’autre part, on peut définir une notion de reconstructibilité algébrique
dans cette algébre et montrer, que si un graphe simple biparti non séparable est
algébriquement reconstructible, alors il est reconstructible. Ceci pourrait fournir
une approche pour I'étude de la reconstructibilité des graphes bipartis.

Pour calculer efficacement la série de Hilbert de cette algébre d’invariants, on
peut donner une description compléte des classes de conjugaison, de leurs tailles et
des types cycliques correspondants.

Théoréme 12.3.1.

— Premier cas : ny # no. Le groupe qui agit est S,,, Xx&,,,. Une classe de conjugai-
son est caractérisée par un couple de partition. On peut alors calculer comme
suit le type cyclique d’un élément (o1,03) de cette classe de conjugaison : un
cycle de longueur ¢y de o1 et un cycle de longueur co de oo concourent a ci /N csy
cycles de longueur c1 V cs.

- Deuzriéme cas : ny = no. Ici, les classes de conjugaison sont un peu plus
complezes. Ce qui suit décrit une liste compléte de représentants de ces classes,
avec la taille de la classe et le type cyclique correspondant.

Soient {p1,pa} une paire de partitions, éventuellement égales, et soient |p1| et
|p2| les tailles des classes de conjugaison correspondantes. Enfin, soient oy, o9
deuz représentants de ces classes de conjugaison. Il y a |pi|*|p2| éléments dans

196



la classe de conjugaison de (o1, 03). Le type cyclique se calcule comme dans le

premier cas.

Soit p1 une partition de ny et soient |p1|, o1 comme ci-dessus. Il y a |p1| * ny!

éléments dans la classe de conjugaison de (o1,id) o t. Son type cyclique se

calcule comme suit :

(1) Un cycle de longueur ¢ de oy concourt a des cycles de longueurs respectives
3,5,...,2n — 3,2n.

(1i) Deuz cycles de oy de longueurs c et ¢ concourent a cAc cycles de longueur
2v/.

Démonstration.

— Premier cas, ny # ny. Calculons les conjugués de (oy,09).
(11,72) 0 (01,02) o (11, 72) ' = (r100107 ', w0007, ")

Conclusion : la classe de conjugaison de (o1,07) est composée des éléments
(01, 0%) tels que o] est conjugué de oy et o) conjugué de oy. Son type cyclique
se déduit des types cycliques de o1 et o comme dans le point (iii) de la
proposition 10.3.4. On en déduit la paramétrisation et la description voulues
des classes de conjugaison.

— Deuxiéme cas, plus complexe, n; = ny. Le groupe est engendré par la transpo-
sition ¢ et les éléments de la forme (oy,02). Comme t o (01, 09) = (09,01) 0,
tout élément du groupe est d’une des formes suivantes : (o1, 09) ou (01, 03) ot.
Nous allons commencer par déterminer les classes de conjugaison.

Calculons les conjugués de (o1, 09).

(7—177—2) o (017 0-2) o (7-17 7—2)71 = (Tl ©010 Tf17T2 ©020 T271)

((r1,70) ot) o (01,02) 0 ((T1,Ta) 0ot) = (rnoogor oo 07y t)

Conclusion : La classe de conjugaison de (oy,09) est composée des éléments
(07, 0%) tels que : ou bien o] est conjugué de o1 et o conjugué de os, ou bien
o1 est conjugué de oy et o4 conjugué de oy. Le calcul du type cyclique se fait
toujours comme dans le point (iii) de la proposition 10.3.4.

Calculons les conjugués de (0q,02) ot.

(7-177—2) o <01702) oto (7-177—2)71 = (Tl ©010 7—27177—2 © 032 onl) ot

(11, m2) 0t) o (01,09) ot o ((11,7) 0t) ' = (rr00907, ', mo0; or ')ot

Conclusion : (01, 09) ot est conjugué avec n’importe quel élément de la forme

(04,id) ot, ot &} est conjugué de oy 0o, '. On en déduit la paramétrisation et

la description voulues des classes de conjugaison.

I1 ne reste plus qu’a déterminer le type cyclique de (o1,id)ot, & partir du type

cyclique de ;. Pour cela, on peut choisir o; de sorte qu’elle agisse comme sur

la figure 12.1 page suivante. On constate que les blocs diagonaux sont stabilisés

par (07,id) o ¢, alors que les autres blocs sont échangés de part et d’autre de

la diagonale principale. Il nous suffit donc d’étudier ces deux cas.

— La figure 12.2 page suivante illustre ’action d’un cycle de oy sur un bloc dia-
gonal. On vérifie que les cycles obtenus sont de longueur 3,5,...,2n — 3, 2n.
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Fic. 12.2 — Action de (o01,id) o ¢ sur un bloc diagonal de la matrice d’un graphe
biparti

— Soit B un bloc non diagonal et B’ le bloc symétrique par rapport & la
diagonale (Voir figure 12.2). Soit C' et C’ de longueur ¢ et ¢ les cycles
correspondants. Soit 7 = ((01,id) o t)%. B est stabilisé par 7. De plus, on
obtient la méme action que si on avait appliqué C sur les lignes et C’ sur
les colonnes. Il y a donc ¢ A ¢ cycles de longueurs ¢ V ¢ pour l'action de
7. Comme B est disjoint de B’, on double la longueur des cycles lorsque
'on applique seulement (o7q,1id) o ¢. D’ott un nombre total de ¢ A ¢ cycles de
longueurs 2V ¢ dans B U B’.

]
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Partie 111

Invariants algébriques de graphes et
reconstruction
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Chapitre 13

Introduction

Dans cette partie, nous considérons le probléme de reconstruction de Ulam. Le
cadre algébrique dans lequel nous nous placons met en évidence une nouvelle notion
concernant aussi bien les polynémes que les multigraphes : la reconstruction algeé-
brique. Nous présentons les relations entre la reconstructibilité algébrique, la notion
usuelle de reconstruction et d’autres notions proches, comme celle de Kocay [Koc82].

Nous étudions le comportement de cette notion vis-a-vis d’'un certain nombre
d’opérations élémentaires. Par exemple, il est clair que le complémentaire d’un
graphe reconstructible est reconstructible. Nous montrons que cela reste vrai dans
le cas algébrique, mais ceci nécessite une véritable démonstration. Nous montrons
aussi qu'un certain nombre d’invariants reconstructibles classiques sont algébrique-
ment reconstructibles.

Ce que nous venons de mentionner montre que la notion de reconstruction al-
gébrique n’est pas vide de sens. Elle était motivée par I’hypothése que tous les
invariants soient algébriquement reconstructibles. L’intérét de cette hypothése est
I'existence d’outils algébriques et algorithmiques pour la traiter. Dans la section 18,
nous montrons, par un calcul de dimension, que cette hypothése est fausse pour les
graphes simples a 13 sommets et 17 arétes.

Cependant, en utilisant les calculs de systémes générateurs de 'algébre des in-
variants de la partie II, on montre que pour n = 3,4 tous les multigraphes sont
algébriquement reconstructibles. Pour n = 5, il semble ne manquer qu'un argument
de degré. Enfin, pour n = 6, tous les graphes simples sont algébriquement recons-
tructibles.

Dans un dernier chapitre, nous étudions la reconstruction algébrique des arbres,
dans le but de répondre a une conjecture de Kocay [Koc82]. Nous montrons, par le
calcul, que les arbres sont algébriquement reconstructibles jusqu’a 13 sommets, et
nous donnons une famille infinie d’arbres algébriquement reconstructibles, incluant
les arbres de diamétres < 4.

Dans toute cette partie, nous utilisons intensivement les résultats des deux pre-
miéres parties. Enfin, pour 'agrément du lecteur, la figure 13.1 page suivante réca-
pitule les rapports entre les différentes notions de reconstructibilité, pour les multi-
graphes, les graphes simples et les arbres.

201



[ Tt poly sur les O-réguliers alg. rec. | > Tt poly sur les O-réguliers rec. |

[ A
Borne + Div Borne |+ Div?
\ y
Pour d assez grand, Pour d assez grand,
tt poly sur les O-réguliers alg. rec. tt poly sur les O-réguliers rec.

[ A

Sauf exceptions

Conj Pouzet (1977):
Tt multigraphe alg.rec. Pour tt multigraphe g, -
Vérifié —> 4, voire 5 > exp(g) rec. l<—>] Tt graphe valué rec.
Faux pour n>=11 L
A Borne t Div ?
Borne + Div |

y
Pour d assez grand,
tt multigraphe alg. rec.

Pour d assez grand,
pour tt multigraphe g,
exp(g) rec.

A

_| Pour tt graphe g simple,
exp(g) rec.
- FAUX
) ___h Y - (
._.w@._ﬁgm simple alg. rec. Pour le Eo.ac; disjoint, Pour Ie produit dunion, Pour tt graphe g simple, Conj. Ulam .Gfb.
Vérifié —> 6 > tt graphe simple alg. rec. > it graphe simple alg. rec. [€ > G->5(q.G) rec > Tt graphe simple rec.
Faux pour n>=13 Faux pour n>=13 grap P 9. rec. 9: . Vérifié —> 11 (Mc Kay)
[ A
Div + Complément _u“<
y ——
—— Pour le produit disjoint
Moﬂaﬁ%mab_\w,m_ rec Pour d >= n(n=1)/4,
grap P g. rec. tt graphe simple alg. rec.
Y
y Y Conj Kocay (1982): 1 7
Tt arbre alg. rec. Pour le produit disjoint, Pour le produit d’union, Pour tt arbre g, Tt arbre rec.
Vérifié —> 13 B ~| tt arbre alg. rec. 7| tt arbre alg. rec. ~| G->s(g,G) rec. Kelly (1957)
A Vérifié —> 7 (Kocay) A
| H
Pour le produit disjoint, Pour le produit d’union,
Dans l'algébre des foréts, |——> Dans l'algebre des foréts, <«
tt arbre alg. rec. tt arbre alg.rec.

Pour tt arbre g,
exp(g) rec.

Fia. 13.1 — Récapitulatif des conjectures pour les différentes notions de reconstructibilité, et de leurs relations
Nous ne connaissons pas le statut des réciproques non indiquées. Abréviations : rec.—reconstructible; alg. rec.—algébriquement
reconstructible ; exp(g)= polynome invariant associé a g.
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Chapitre 14

Reconstructibilité et
reconstructibilité algébrique

14.1 Graphes reconstructibles

Un graphe simple sur n sommets est un ensemble de paires d'un ensemble V' de
taille n. Pour un graphe g et un sommet v de g, on note g\, le sous-graphe induit
obtenu en retirant de g le sommet v et toutes les arétes adjacentes & v. Etant donnée
une permutation o des sommets de g, on note og le graphe obtenu en transformant
chaque aréte {v,w} de g en l'aréte {o(v),o(w)}. Deux graphes g et g’ sont dits
isomorphes $'il existe une bijection o entre les sommets de g et ceux de g’ telle que
g =og.

Le probléme de reconstruction original s’énonce comme suit.

Conjecture 14.1.1 (Ulam [Ula60]).

Soient g et g deur graphes simples sur n sommets (n > 3) tels que, pour tout
sommel v, les sous-graphes induits g\, et g’\v soient isomorphes. Alors g et g’ sont
1somorphes.

La condition n > 3 est nécessaire, car les deux graphes suivants sont clairement
non-isomorphes, alors que leurs sous-graphes induits vérifient les conditions voulues.

g =@ @ g =0—O0 (14.1)

Dans toute la suite de cette partie, nous fixons un entier n > 3. Un graphe valué
dans un ensemble E est une fonction de ’ensemble des paires de V' dans E. Sauf
mention du contraire, tous les graphes considérés dans cette partie sont valués . On
généralise immédiatement les notions d’isomorphie et de sous-graphes induits. Le
méme probléme de reconstruction se pose pour les graphes valués.

Conjecture 14.1.2.

Soient g et g deux graphes sur n sommets valués dans un ensemble E. On suppose
qu’il existe une bijection o entre les sommets de g et ceur de g’ telle que, pour tout
sommet v de g, les deux sous-graphes induits g\, et g’\ o(w) SONE isomorphes. Alors
g et g sont isomorphes.
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Le fait d’introduire la bijection o entre les sommets ne change pas la teneur du
probléme. Si, par exemple, pour g et g’ il existe une bijection des sommets telle
que g\, et g’\a(v) sont isomorphes, on se rameéne au probléme sans bijection en
considérant g et o~ 'g’.

11 sera pratique de reformuler la condition sur les sous-graphes de g et g’ sous
la forme suivante. Etant donné un graphe g sur n sommets, on appelle carte de g
un sous-graphe induit g\, considéré a l'isomorphie prés. On appelle alors jeu de
g la collection de ces n cartes, une méme carte pouvant apparaitre plusieurs fois.
Dire que g et g’ ont le méme jeu est équivalent a dire qu’il existe une bijection o
entre les sommets de g et ceux de g’ telle que, pour tout sommet v de g, les deux
sous-graphes induits g\, et g’\g(v) sont isomorphes.

Définition 14.1.3.
Un graphe g est dit reconstructible s’il est déterminé a lisomorphie prés par son
jeu, c’est-a-dire si tout graphe g’ ayant le méme jeu que g est isomorphe a g.

Par exemple, la conjecture de Ulam affirme que tous les graphes simples sur
n > 3 sommets sont reconstructibles.

Il est trés important de noter que, dans ce probléme, les valeurs précises des
valuations sont sans importance réelle. Ce qui compte, c’est la partition des arétes
que ces valeurs déterminent. Supposons, par exemple, que les graphes g et g’ soient
valués dans un ensemble FE. Soit f une injection de E dans un autre ensemble F’,
et notons f(g) et f(g') les graphes obtenus en substituant chaque valuation x par
f(z). On voit que les graphes g et g’ sont isomorphes si, et seulement si, les graphes
f(g) et f(g’) sont isomorphes. De méme, les sous-graphes induits g\, et g’\v sont
isomorphes si, et seulement si, les sous-graphes correspondants f(g\.) et f(g',)
sont isomorphes. Le probléme de reconstruction ne dépend que du nombre total de
valuations possibles, c’est-a-dire de la taille de E. En particulier, dés que les tailles
de deux ensembles F et F dépassent le nombre total d’arétes C2, les problémes
de reconstruction pour des graphes valués dans F ou dans F' sont équivalents. Par
la suite, nous ne considérerons que les deux cas extrémes : d’une part les graphes
simples (E de taille 2) et d’autre part les graphes valués dans un ensemble de
taille plus grande que C2. Il sera alors pratique de prendre pour E un corps K de
caractéristique nulle, par exemple C.

14.2 Fonctions et polynémes reconstructibles

Définition 14.2.1 (Fonction invariante et fonction reconstructible).
Une fonction qui attribue a chaque graphe valué une valeur dans un certain ensemble
est dite invariante si elle donne la méme valeur a deux graphes isomorphes.

Une fonction est dite reconstructible si elle donne la méme valeur o deux graphes
valués ayant méme jeu.

Parmi toutes les fonctions invariantes possibles, nous nous intéresserons plus
particuliérement aux fonctions polynomiales invariantes. On considére un ensemble
de variables xy; ;; indexées par les paires de {1,...,n}, et K[xy ;3] I'algebre des
polyndémes en ces variables. Pour chaque graphe g sur les sommets 1,...,n valué
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dans K, on définit I'évaluation xy; ;1(g) de la variable x(; ;; sur g comme étant la
valuation de g sur laréte {i,j}. On peut alors calculer 'évaluation p(g) de tout
polynome p de K[xy; ;1] sur g.

Définition 14.2.2 (Polyndéme invariant).

On appelle polynome invariant un polynome donnant la méme évaluation sur deux
graphes isomorphes. Clairement la somme et le produit de deux polynomes invariants
sont invariants. On appelle algébre des polynémes invariants [’ensemble K[X{L]—}]G"
des polynémes invariants.

L’algeébre des polyndomes invariants est étudiée en détail dans la partie II. Notons
que, avec la définition que nous venons de donner, un polynéme est invariant s’il est
invariant en tant que fonction. D’un autre coté, dans la partie II, nous utilisons une
définition syntaxique d’invariant, en faisant agir &,, directement sur les polynomes
par permutation des variables. Un polynéme est alors invariant si ¢.P = P pour
toute permutation o de G,,. En fait, comme le corps K de base est infini, ces deux
notions sont équivalentes. En effet, en utilisant le fait qu’'un polynéme a plusieurs
variables identiquement nul est nul, on a :

Vg, Pn(og) = P(g) & Vg, Pu(og) — P(g) =0 ocP—-P=0< 0P =P

Le résultat fondamental est qu’il existe un systéme d’invariants complet composé
d’un nombre fini de polynémes invariants.

Théoréme 14.2.3.
1l existe un ensemble fini {p1,...,pr} de polynémes invariants tels que deux graphes
g et g’ sont isomorphes si, et seulement si, pour tout i on a p;(g) = pi(g’).

Démonstration. D’aprés le théoréme 8.1.7 il existe un ensemble fini {p1,...,px} qui
engendre 'algébre des invariants. Pour tout polynome invariant p la valeur p(g) est
donc déterminée par les valeurs pi(g), ... pr(g). De plus, d’aprés le théoréme 8.1.14,
deux graphes sont isomorphes si, et seulement si, ils donnent la méme valeur a tous
les polyndmes invariants. O

On dit qu'un polyndéme invariant p est reconstructible si, vu en tant que fonction,
il est reconstructible. Dans certains cas, nous parlerons alors de reconstructibilité
fonctionnelle, pour lever toute ambiguité. La somme et le produit de deux poly-
nomes reconstructibles sont clairement reconstructibles. L’ensemble des polyndomes
reconstructibles est donc une sous-algebre de Klxy; ;3]

Proposition 14.2.4.
Les deux problémes suivants sont équivalents :
(i) Tous les graphes (valués) sur m sommets sont reconstructibles ;
(it) Tous les polynomes invariants de K[xy; ;3] sont reconstructibles.

Démonstration. Supposons (i). Soient p un polynéme invariant et g et g’ deux
graphes ayant méme jeu. Comme g est reconstructible, g’ est isomorphe & g et
donc p(g) = p(g'). Donc p est reconstructible.

Supposons (ii). D’aprés le théoréme 8.1.14, Palgébre des invariants sépare les
graphes & isomorphie preés, c¢’est-a-dire que deux graphes sont isomorphes si, et seule-
ment si, ils donnent la méme valeur a tous les polynomes invariants. Soient alors g
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et g’ deux graphes ayant méme jeu. Par hypothése, pour tout polynéme invariant p
on a p(g) = p(g’) car p est reconstructible. Donc, g et g’ sont isomorphes comme
voulu. O

Pour pouvoir calculer I’évaluation d’un polynéome p de K[X{M}}Gn sur un graphe
g, il suffit que g soit valué dans une K-algébre. On pourrait imaginer que la définition
de reconstructibilité de p puisse dépendre de I'espace précis dans lequel sont valués
les graphes. Du fait que 'on a supposé que la caractéristique de K était nulle, la
proposition suivante clarifie la situation.

Proposition 14.2.5.
Soit p un polynome invariant K[xy; j
valentes :

(i) p est reconstructible sur les graphes valués dans K

(ii) p est reconstructible sur les graphes valués dans toute K-algébre.

]6”. Les deuzx propositions suivantes sont équi-

Démonstration. Le sens (ii) = (i) est clair. Montrons la réciproque. Soit p un po-
lynome reconstructible sur les graphes valués dans K. Soient g et g’ deux graphes
valués dans une K-algébre L et ayant méme jeu. Soit (Aq,...,Ax) I'ensemble des
valuations apparaissant dans g (sans répétition). Comme g et g’ ont méme jeu,
les valuations apparaissant dans g’ sont les mémes. Soit (y1,...,yx) une liste de
k variables. On considére maintenant les graphes g et g’ valués dans Ky, ..., vz
obtenus en substituant pour chaque aréte la valuation \; par la variable y;. Soit
q := p(g) Iévaluation de p sur g. C’est un polynome de Klyi, ..., yx]. On pose de
méme ¢ := p(g’).

Soit aq,...,a; une liste de k éléments de K. Si 'on substitue wq,...,y; par
ay,...,a; dans g et g', les deux graphes obtenus sont valués dans K et ont méme
jeu. Comme p est reconstructible, on en déduit que g(ai,...,ax) = ¢ (a,...,ax).

Comme ¢ — ¢’ est un polynome a plusieurs variables identiquement nul sur K*,
c’est le polynome nul (K est infini). Donc p(g) = p(g’). En resubstituant y; par \;,
on en déduit que p(g) = p(g’), comme voulu. O

On note que cette proposition se généralise en prenant seulement pour K un anneau
integre infini et pour I un K-module.

14.3 Polynomes algébriquement reconstructibles

Soit m un multigraphe c’est-a-dire un graphe valué par les entiers 0, 1,2, .... Soit
my;jy la valuation de I'aréte {i,j} dans m. On rappelle que 'on peut associer & m
un monome x™ := Hx?;{;}] ', puis un polynome invariant x™® := " ., _ x™ on
la somme est prise sur orbite m de m (voir § 10.1). La proposition suivante est
fondamentale, car elle indique que 1'on peut utiliser les polynémes invariants pour

compter des sous-graphes.

Proposition 14.3.1.
Soient g et h deux graphes simples, et soit x8% le polynéme invariant associé a g.
Le nombre x8®(h) compte les sous-graphes de h isomorphes a g.
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Démonstration. Comme X8 =[]y, v .ot de g T{i}: O1 vOit que xE(h) vaut 1 si g est
un sous-graphe de h et 0 sinon. Comme x8® est la somme des x& sur l'orbite de g,
la quantité x8%(h) est précisément le nombre d’éléments de lorbite de g qui sont
sous-graphes de h, c¢’est-a-dire le nombre de sous-graphes de h isomorphes & g. [

Notre définition de la reconstructibilité algébrique repose sur la proposition sui-
vante, qui est une généralisation du lemme de Kelly [Kel57].

Proposition 14.3.2.
Soit m un multigraphe avec au moins un sommet isolé. Le polynéme invariant x™®,
vu en tant que fonction de ['ensemble des graphes valués dans K est reconstructible.

Démonstration. Soient p := x™® et 4 un sommet isolé de m. Soit g un graphe valué
quelconque.

m’ _ 1 om _ 1 om
p(g) = ZX (g)—moezgnx (g)—mz Z x""(g)

Pour 'chaque sommet j, on pose p; = > _;X""(g). Ce polynome vérifie les
propriétés suivantes :

(i) p; est invariant par permutation des sommets laissant fixe j.

(ii) p; ne contient aucune des variables ;).
D’aprés (i), pj(g) = p,(g\ ;). Soient g et g’ deux graphes sur les sommets 1,...,n
et ayant méme jeu. Il existe alors une permutation o des sommets de g telle que
pour tout sommet j de g, les graphes g\ ; et g’\a(j) sont isomorphes. Comme p est
invariant, p(g’) = p(c'g’). On peut donc se ramener au cas oll o est l'identité,
c’est-a-dire que g\ ; et g’\j sont isomorphes.

D’apres (ii), p;(g) = p;j(g\;)- En utilisant (i), on obtient alors :

pi(g) = pi(g\;) = pi(g\ ;) = p;(g),

puis :

p(g) = m ij(g) = m ij(g’) = p(g).

On en conclut que p est reconstructible. O

Ceci est bien une généralisation du lemme de Kelly.

Lemme 14.3.3 (Kelly [Kel57]).

Soit g un graphe simple sur k sommets avec k < n (ou, de maniére équivalente, un
graphe sur n sommets avec au moins un sommet isolé). Le nombre de sous-graphes
de h wsomorphes a g est reconstructible.

Démonstration. D’aprés la proposition 14.3.2, le polynome x8® est reconstructible,
et d’aprés la proposition 14.3.1 Pexpression x8®(h) compte précisément le nombre
de sous-graphes de h isomorphes a g. O

Définition 14.3.4 (Reconstructibilité algébrique).

Un polynéme invariant est dit algébriquement reconstructible s% s’exprime comme
somme et produit de polynomes x™i®, ot chaque m; est un multigraphe avec au
moins un sommet 1solé.
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Par construction, ’ensemble des polynémes algébriquement reconstructibles forme
une algébre. Au § 10.2.1, nous en donnons une construction formelle en termes de
quotient de la puissance symétrique éniéme de l'algébre des invariants sur n — 1
sommets, et nous en déduisons quelques propriétés.

Proposition 14.3.5.
Un polynéome algébriquement reconstructible est reconstructible.

Démonstration. D’aprés la proposition 14.3.2 les polynomes associés aux multi-
graphes avec au moins un sommet isolé sont reconstructibles. Comme la reconstructi-
bilité de polynomes est stable par somme et produit, tout polynéme algébriquement
reconstructible est reconstructible. O

Corollaire 14.3.6.
Tous les polynomes symétriques en les wy; 5y sont algébriguement reconstructibles.

Démonstration. En effet, la k-iéme fonction puissance Zmlfl ;) est le polyndéme in-
variant associé au multigraphe composé d’une seule aréte valuée k. Ce multigraphe
a un sommet isolé (car n > 3) et est donc algébriquement reconstructible. Enfin, les
fonctions puissances engendrent tous les polynémes symétriques. O

On déduit de ce fait que la liste des valuations des arétes, considérée a permutation
prés, est reconstructible (une liste de valeurs )\; est déterminée & permutation prés
par ses sommes de puissances Y \F).

Le théoréme suivant est un résultat de complétude, dans le sens ot les polynémes
algébriquement reconstructibles sont suffisants pour caractériser les graphes ayant
méme jeu.

Théoréme 14.3.7.
Deux graphes ont méme jeu si, et seulement si, ils donnent la méme évaluation @
tous les polynémes algébriquement reconstructibles.

Démonstration. D’aprés la proposition 14.3.5 les polynomes algébriquement recons-
tructibles sont reconstructibles. Il est donc clair que deux graphes ayant méme jeu
donnent la méme évaluation a tous les polynomes algébriquement reconstructibles.
Montrons la réciproque.

D’aprés le théoréme 14.2.3, on sait qu’il existe un systéme fini po, ..., p, d’inva-
riants sur les graphes & n — 1 sommets tel que deux graphes sur n — 1 sommets sont
isomorphes si, et seulement si, ils donnent la méme valeur a tous les p;. Soit A une
variable supplémentaire, et P := py 4+ A\p1 + - - - + Npy.

Remarque 14.3.8: Soient g et g’ deux graphes sur n — 1 sommets. Soient aussi
P(g) = po(g) + Api(g) + -+ Nepr(g) et P(g') := po(g') + Api(g') + -+ Npi(g')
les polynomes de C[\| correspondants. Alors, les graphes g et g’ sont isomorphes si,
et seulement si, P(g) = P(g').

Revenons aux graphes sur n sommets, et soit v un de ces sommets. On rap-
pelle que 'on note g, le graphe obtenu en enlevant le sommet v du graphe g.
En renumérotant convenablement les sommets, on peut définir un polynome P, :=
Do+ ADo1+ -+ A¥p, 1. sur les graphes 4 n sommets de sorte que pour tout graphe

g, on ait P,(g) = P(g.).
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Considérons le polynéme ¢ := P,'. On peut l’écrire sous la forme ¢ = Cvo +
Coa N -+ cvvd/\d, ou chaque c¢,; est un polynome en les variables xy; ;; dans lequel

aucune des variables zy, j; n’apparait. Soit s, := > _, P! 11 s’écrit sous la forme :
n n n
O o) + O co)h -+ O )X
v=1 v=1 v=1

Chacun des coefficients Y, ¢, 4) est un polynéme invariant; il est de plus algébri-
quement reconstructible, car chaque ¢, 4 ne contient aucune des variables w; ;).

Soient g et g’ deux graphes donnant la méme valeur & tous les polynomes inva-
riants algébriquement reconstructibles. D’aprés ce qui précéde, s,(g) et s;(g’) sont
deux polynémes de C[A\] donnés dont les coefficients sont égaux. On en déduit que,
pour tout [,

ST (P(g) = silg) = su(g) =D (Pu(g)".

v=1 v=1

Il en résulte, d’aprés le théoréme classique sur les fonctions symétriques, qu’il existe
une permutation o des sommets telle que P,(g) = P,(,)(g'), pour tout v. Il s’ensuit,
selon la remarque 14.3.8, que les graphes g\ , et g\ »(v) sont isomorphes. Conclusion :
g et g’ ont méme jeu. O

Probléme 14.3.9 (Pouzet [Pou77]).
Pour n > 3, tous les polynémes invariants sont-ils algébriquement reconstructibles ?

En termes algébriques, cela revient a se demander si ’algébre des invariants
est engendrée par les polyndomes invariants x™® ott m est un multigraphe avec un
sommet, isolé.

Notre approche a été guidée par I'étude de ce probléme. En effet, d’aprés les
théorémes 14.2.3 et 14.3.7, une réponse positive aurait entrainé la reconstructibilité
de tous les graphes, simples ou valués, et donc la conjecture de Ulam.

14.4 Multigraphes algébriquement reconstructibles

La notion de reconstruction algébrique permet une approche globale du probléme
de reconstruction. Il est heureusement possible de 'utiliser pour une approche plus
locale, de facon & pouvoir obtenir des résultats partiels, comme par exemple montrer
que certaines classes de graphes sont reconstructibles.

Lemme 14.4.1.
Soit m un multigraphe dont le polynéme invariant x™% est reconstructible. Alors,
m est un multigraphe reconstructible.

Démonstration. Le principe de la démonstration ressort mieux dans le cas des
graphes simples. Soit g un graphe simple tel que le polynoéme invariant p := x8% est
reconstructible. Soit g’ un graphe ayant méme jeu. Comme la liste des valuations
des arétes est reconstructible, g’ est aussi un graphe simple. La proposition 14.3.1
affirme alors que p(g’) est le nombre s(g,g’) de sous graphes de g’ isomorphes a g.
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On a s(g,g’) = p(g') = p(g) = s(g,g), et ce dernier nombre est strictement positif.
On en déduit que g’ a un sous-graphe isomorphe a g. Ce sous-graphe est forcément
g’ lui-méme, puisque g et g’ ont le méme nombre d’arétes.

Pour un multigraphe m, la démonstration repose essentiellement sur la méme
idée, mais est nettement plus technique. On considére I'ensemble {Aj, Ao, ..., Ax}
des valuations apparaissant sur les arétes de m (on suppose Ay < Ag < -+ < A\g).
Par exemple, pour le graphe vide c’est 'ensemble {0}, pour le graphe complet c’est
{1} et pour un autre graphe simple, {0, 1}.

Nous allons donc substituer les valeurs Ay, ..., \; par des variables indépendantes
Y1,--., Yk Le graphe m est un graphe valué dans le corps des fractions K(Aq, ..., \g).
Etant donné un polynéme p invariant, son évaluation p(m) est un polyndome de
K[A1, ..., Ag]. Soit m’ un multigraphe ayant le méme jeu que m. Ils ont la méme
liste de valuations a permutation prés. En particulier, le nombre d’arétes valuées
A; dans m et dans m’ coincident. Soit n; ce nombre. De méme que pour m, on
substitue dans m’ les valuations \; par les variables y;.

Soit p := x™® le polyndome invariant associé a m. On suppose p reconstructible.
On a vu qu’il restait reconstructible pour des graphes valués dans toute sur-algébre
de K, et donc en particulier pour Klyi, ..., yx] (proposition 14.2.5). Donc, comme
m et m’ ont méme jeu, p(m) = p(m’). Nous allons en déduire que m est isomorphe
am'.

I’évaluation du monome x™ en 1, vaut ¢ := [[ 4™ (chaque aréte {v, v’} valuée
y; de m est élevée & la puissance de la variable xy, .1 dans x™, c’est-a-dire ;). Ce
mondme apparait donc dans p(m) avec un coefficient entier strictement positif (K
est de caractéristique 0!). Comme p(m’) = p(m’), il apparait aussi dans p(m'’), et il
existe donc une permutation o telle que x™™(m’) = g¢.

Il ne reste plus qu’a montrer que om = m’. Soit V) 'ensemble des arétes valuées
Ar de m’. Comme Ay, est strictement plus grand que les autres \;, les variables x(, .
sont au maximum élevées a la puissance A\ dans x™. Donc la puissance de gy dans
x7™(m’) est au maximum |Vi| Ay, avec égalité si, et seulement si, chaque aréte {v,v'}
de Vj est valuée )\, dans om. C’est le cas, car |Vj| = ng. Comme le nombre d’arétes
valuées A\, dans om est aussi ng, pour toute aréte {v,v’} restante de m, la variable
Ty} est élevée au maximum a la puissance A;_;. On procéde alors de méme pour
Ak_1, puis par récurrence jusqu’a A;. Conclusion : les arétes valuées \; dans m’
sont aussi valuées \; dans om’. Autrement dit, m et m’ sont isomorphes, comme
voulu. O

Définition 14.4.2 (Multigraphe algébriquement reconstructible).
Du fait du lemme 14.4.1, on appelle algébriquement reconstructible un multigraphe
m dont le polynome invariant x™® est algébriquement reconstructible.

On a alors :

m®

m algébriquement reconstructible =- x™* reconstructible =- m reconstructible

On peut donc utiliser la notion de reconstruction algébrique pour montrer que cer-
taines classes de graphes sont reconstructibles. On note qu’au moins une des réci-
proques des implications ci-dessus est fausse. De fait, il existe des graphes simples
a 13 sommets et 17 arétes non-algébriquement reconstructibles, alors que tous ces
graphes simples sont reconstructibles (voir § 18).
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Par exemple, si 'on montre qu’un graphe simple est algébriquement reconstruc-
tible, on montre qu’il est reconstructible au sens usuel. Cependant on montre aussi
que, pour tout autre graphe simple g’, le nombre s(g,g’) de sous-graphes de g’
isomorphes a g est aussi reconstructible, ce qui est a priori beaucoup plus fort.
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Chapitre 15

Expression des principaux résultats
classiques dans ce cadre

Notre exposé sera paralléle a celui de Kocay [Koc82]. Dans la plupart des cas, les
arguments seront trés semblables. Cependant, dans notre cas, nous les appliquons
dans 'algebre des polynomes invariants, c’est-a-dire des multigraphes, et non seule-
ment dans 'algébre des sous-graphes simples. Nous en déduirons dans certains cas
des résultats plus généraux sur les graphes valués.

15.1 Connexité

Théoréme 15.1.1.
Les multigraphes non-connexes sont algébriquement reconstructibles.

Démonstration. Soit m un multigraphe sur n sommets union disjointe de deux com-
posantes connexes m; et my de tailles respectives n; > 0 et ny > 0, avec nq+ny = n.
On veut montrer que le polynome x™® est algébriquement reconstructible. On étend
m; et my en des graphes sur n sommets en rajoutant a chacun des sommets iso-
lés. Comme n; < n et ny < n, leurs polyndémes invariants associés x™® et x™2®
sont algébriquement reconstructibles. De méme pour msy. On considére le produit
p = x™Em2® (e produit consiste & prendre toutes les superpositions de m; et m,.
Dans les termes obtenus, m; et my peuvent soit étre disjoints, soit avoir au moins
un sommet en commun. Dans le premier cas, on obtient un multigraphe avec comme
composantes connexes m; et my, qui est donc isomorphe a m. Dans le deuxiéme cas,
m; et my couvrent strictement moins de n; + no sommets. Le multigraphe obtenu
a donc forcément un sommet isolé et est algébriquement reconstructible. On peut
donc le retirer du produit p. Au final, on a exprimé x™® comme somme et produit
de polynomes algébriquement reconstructibles, comme voulu. Par exemple :
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En appliquant le lemme 14.4.1, on en déduit immédiatement que les multigraphes
non-connexes (et donc tous les graphes valués non-connexes) sont reconstructibles.
En particulier, les graphes non-connexes sont reconstructibles [Kel57].

Proposition 15.1.2 (Tutte [Tut79]).
Soit h un graphe simple. Le nombre de sous-graphes couvrants de h avec k compo-
santes connezxes isomorphes a fi, ... f. est reconstructible.

Démonstration. Soit g la réunion disjointe des f;, et p := x8%®. D’aprés le lemme 14.3.1,
le nombre p(h) compte précisément les sous-graphes couvrants de h avec k compo-

santes connexes isomorphes a fi,..., f; N. Comme le graphe g est non-connexe, il
est algébriquement reconstructible, et donc p est reconstructible, ce qui permet de
conclure. O

Corollaire 15.1.3.
La taille mazimale d’un couplage d’un graphe simple h est reconstructible.
Le nombre d’arbres couvrants de h est reconstructible.

Démonstration. Soit g le graphe composé de k arétes disjointes. Il est clair que g
est algébriquement reconstructible, et que g(h) compte le nombre de couplages a k
arétes de g. Ce dernier nombre est donc reconstructible pour tout k. On en déduit,
entre autres, que le nombre de couplages maximaux de h est reconstructible.

Soit e,_1 le polynéme symétrique élémentaire de degré n — 1 en les variables
75y Il peut étre interprété comme la somme de tous les polynomes x8® on g
est un graphe simple avec n — 1 arétes. On élimine de e,_; tous les graphes non-
connexes. Comme ils sont algébriquement reconstructibles, le polynome p restant
est algébriquement reconstructible. De plus p est la somme de tous les x8% ou g est
un arbre couvrant. On en déduit que p(h) est le nombre d’arbres couvrants de h,
nombre qui est donc reconstructible. O

Par extension, on dira qu’un polynoéme invariant est non-conneze s’il s’exprime
comme combinaison linéaire de polynomes invariants x™® associés a des multi-
graphes m non-connexes. De tels polynomes invariants sont clairement algébrique-
ment reconstructibles. De nombreux invariants sur les graphes simples sont recons-
tructibles car ils s’expriment au moyen de polynémes invariants non-connexes. Pre-
nons comme exemple le nombre Ichromatique (voir [Ber83] pour la définition).

Proposition 15.1.4.
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(i) Soient M\i,...,\x k couleurs et nq + ng + -+ 4+ ng une partition de n. Le
nombre de bonnes colorations des sommets d’un graphe simple g telles qu’il y
a n; sommets de couleur \; est algébriquement reconstructible.

(ii) Le nombre chromatique et le polyndéme chromatique d’un graphe sont recons-
tructibles.

Le point (ii) est connu (voir [Bon91, p. 230]). En revanche nous n’avons pas vu
énoncé le point (i).

Démonstration. Soit V.= {Vi, ..., Vi} une partition des sommets telle que |V;| = n;.
On note v &~ v/, si v et v’ sont dans un méme V;. Soit

pv = [](1 = 2pan).

v’

Soit g un graphe simple. On considére la coloration de g obtenue en colorant les
sommets de V; par );. On constate que py(g) vaut 1 si g n’a aucune aréte a l'intérieur
des V;, (c’est-a-dire si la coloration est bonne) et 0 sinon.

Soit maintenant ¢ la somme des py lorsque V parcourt les partitions des sommets
avec des parts de taille nq,...,n;. La quantité ¢(g) compte le nombre de bonnes
colorations voulues dans I’énoncé. Si 'V ne contient qu’'une part, g est le polynome
invariant obtenu en substituant x(; ;3 par (1 — xy; ;) dans le polynome symétrique
[[zfi ;- Donc p est algébriquement reconstructible (corollaire 14.3.6 et proposi-
tion 16.2.1). Sinon, ¢ est un polynéme non-connexe, et est donc algébriquement
reconstructible. Cela clot la démonstration du (i).

Soit P le polyndéme chromatique d’un graphe g. Par définition, P(k) est le nombre
de colorations de g en k parts. Si I'on considére g := > py, ol la somme est prise
sur toutes les partitions des sommets en k parts non vides, on a P(k) := ¢x(g). On
en déduit d’aprés le point (i) que P(k) est reconstructible pour tout k. Donc, le
polyndéme chromatique est reconstructible. Enfin, le nombre chromatique est le plus
petit k > 0 tel que P(k) > 0, il est lui aussi reconstructible. O

Cette méthode se généralise a toute une classe d’invariants sur les graphes. Soit P
une propriété invariante sur les graphes simples, par exemple « étre le graphe vide ».
On dit qu'une partition V. = {V;,...,Vi} des sommets d'un graphe simple g est
bonne si tous les graphes induits par g sur les parts Vi, ..., Vj vérifient la propriété P.
Pour toute partition ny,na,...,n de n, on note Np,,  n (g) le nombre de bonnes
partitions des sommets de g en parts de taille ny,...,n,. Enfin, on note Np(g) le
plus petit k tel qu’il existe une partition n4,...,n; de sorte que Np,, ., est non
nul.

Par exemple, si P est la propriété « étre le graphe vide », Np(g) est le nombre
chromatique du graphe g.

Théoréme 15.1.5.

Soit P une propriété sur les graphes simples. On définit comme ci-dessus ’entier
Np, et pour pour toute partition ni,...,n, de n Uentier Np,, . (8). Alors, si
k > 2, le nombre Np,, .. (8) est reconstructible. En particulier, si la propriété
P est reconstructible (c’est-a-dire si l'on peut tester si le graphe non-partitionné
lui-méme vérifie la propriété), alors le nombre Np(g) est reconstructible.

215



Démonstration. Soit V. = {V'1,...,V,} une partition des sommets telle que |V;| =
n;. Il n’y a qu’un nombre fini de graphes simples sur les sommets V;. On peut donc
construire un polynoéme p; en les variables xy; j1,4,j € Vi, de sorte que pour tout
graphe simple g sur ces sommets, p;(g) vaut 1 si g vérifie la propriété P, et 0
sinon. On peut de méme construire un polynéome py qui teste la propriété P pour
les graphes sur les sommets V5, et ainsi de suite. Soit py le produit p; - - - pi de ces
polynomes. Clairement, pour tout graphe simple g sur {1,...,n}, on a p(g) =1 si,
et seulement si, la partition V est bonne.

Soit g la somme des pyv, ot V parcourt toutes les partitions des sommets avec des
parts de taille nq, ..., ny. C’est un polynome invariant tel que ¢(g) compte le nombre
recherché Np,,, ., (g) de bonnes partitions. De plus, si k& > 2, le polynéme ¢ est
non-connexe, et donc algébriquement reconstructible. Il en découle que Np,, .. (8)
est reconstructible.

Si de plus la propriété P est reconstructible, Np,, est aussi reconstructible. Donc
Np est reconstructible, ce qui clot la démonstration. O

Bien entendu, ce théoréme se généralise aux multigraphes, pour toute propriété
que I'on peut tester par un (ou plusieurs) polynomes.

En plus du nombre chromatique, plusieurs paramétres classiques sur les graphes
simples s’expriment dans le cadre de ce théoréme, et sont donc reconstructibles. Si P
est la propriété « étre le graphe complet », Np(g) est appelé nombre cochromatique
de g [Ber83]. Si P est la propriété « étre un arbre », Np(g) est appelé point arboricity
de g |Har83|. Si P est la propriété « étre un chemin », Np(g) est appelé linear point
arboricity de g [Che94|. On dit qu’un graphe est k-dégénéré si dans tout sous-graphe
g’ de g le degré minimal des sommets de g’ est inférieur & k. Un graphe 0-dégénéré
est le graphe vide, et un graphe 1-dégénéré est un arbre. Si P est la propriété « étre
k-dégénéré », Np(g) est appelé k-point partition number de g [LWT4].

Corollaire 15.1.6.
Les quantités suiwantes sont reconstructibles :
— nombre chromatique
— nombre cochromatique
— point arboricity
— linear point arboricity
— k-point partition number

Démonstration. 11 suffit de vérifier que les propriétés sous-jacentes sont reconstruc-
tibles. On rappelle que la liste des degrés des sommets d'un graphe est reconstruc-
tible. Il en découle immédiatement que les propriétés « étre le graphe vide », « étre
le graphe complet » et « étre un chemin » sont reconstructibles. Il en est de méme
pour la propriété « étre k-dégénéré », puisqu’elle n'impose des conditions que sur les
degrés des sommets et sur les sous-graphes induits stricts. Enfin, la propriété « étre
un arbre » est équivalente a la propriété « étre 1-dégénéré ». O

Un autre paramétre, appelé k-point arboricity [Lic76] rentre dans ce cadre, mais
nous ne savons pas si la propriété sous-jacente « étre k-acyclic » est reconstructible.
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15.2 Cycles hamiltoniens et polynéme caractéris-
tique

Théoréme 15.2.1 (Tutte [Tut79]).
Le nombre de cycles hamiltoniens d’un graphe g simple est reconstructible.

Démonstration. Soit ¢ un cycle sur n sommets. Il est clair que x°®(h) compte le
nombre de cycles hamiltoniens de c.
— Cas n pair : On peut court-circuiter légérement la démonstration de Ko-
n

cay [Koc82| comme suit. Soit g le couplage maximal, composé de & arétes

disjointes, et soit p := (x°®)2. Soit m un multigraphe apparaissant dans p. Il
est obtenu par superposition de deux permutés de g. Comme les sommets de
g sont tous de degré 1, les sommets de m sont de degré 2. Donc m est soit
un cycle sur n sommets, isomorphe a g, soit la réunion disjointe de plusieurs
cycles, éventuellement réduits a une double aréte. Par non-connexité, le graphe
g et donc le polyndéme p sont algébriquement reconstructibles, ainsi que tous
les termes m qui ne sont pas des cycles sur n sommets. On en déduit que x®
est algébriquement reconstructible. Par exemple :

L PR, oo Poid/p ol p

— Dans le cas impair, on procéde comme dans [Koc82]. Pour k € 1,...,C2,
on définit e le polyndéme symétrique élémentaire de degré k en les variables
753 Comme tout polynome symétrique, ce polynome est algébriquement
reconstructible. On peut interpréter e,, comme la somme de tous les polynomes
x8® ol g est un graphe simple avec n arétes. Ces graphes sont soit
(i) des cycles hamiltoniens,

(ii) des graphes simples avec un cycle, de taille <n

(iii) des graphes non-connexes.

Les graphes dans (iii) sont algébriquement reconstructibles, et le polynéme é,
obtenu en les retirant de e, est algébriquement reconstructible.

Soit ¢, un cycle de longueur k, avec k < n, et p, := x*®e, — k. Ce polynome
est algébriquement reconstructible. On en retire tous les termes correspondant
& des multigraphes non-connexes. Le polyndéme p;. restant est la somme de tous
les x8® ol g est un graphe simple contenant un seul cycle (de longueur k). Au
final, lorsque 'on soustrait chaque Py de é,, on obtient x®. On en déduit que
ce dernier est algébriquement reconstructible. O]

Un graphe g est dit séparable s’il existe un sommet v tel que g privé du sommet v
est non-connexe. Nous ne rentrons pas dans les détails, mais ceci définit une partition
des arétes de g en blocs, deux blocs ayant au maximum un sommet en commun. De
plus ces blocs ne forment pas de cycles.

Théoréme 15.2.2.
Soit h un graphe simple. Le nombre de sous-graphes séparables de h, avec k blocs
1somorphes a fi,...,f, est reconstructible.
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Démonstration. Comme pour la connexité, on considére p := Xf1®, e ,ka®, et on
construit p en retirant tous les multigraphes avec un sommet isolé. Tous les termes
de p correspondent & des graphes simples avec k blocs isomorphes & f1, ..., fr. Donc
p(h) compte le nombre voulu, et est reconstructible. O

Soit h un graphe valué. On considére la matrice symétrique M a diagonale nulle
dont le coefficient M, ; est la valuation de l'aréte {i,j} de h. On appelle déterminant
et polynome caractéristique de h le déterminant det(M) et le polynome caractéris-
tique det(M — Al d) de M. D’aprés Tutte [Tut76, Tut79|, pour un graphe simple ces
deux quantités sont reconstructibles.

Théoréme 15.2.3 ([Pou77]).
Le déterminant et le polynome caractéristique d’un graphe valué sont algébriquement
reconstructibles.

Plus précisément, les coefficients ¢ du polynéme caractéristique peuvent s’expri-
mer comme des polynomes invariants en les xy; j; qui sont algébriquement recons-
tructibles.

Démonstration. Considérons la matrice symétrique générique M dont les entrées
sur la diagonale sont —A\ et les entrées en dehors de la diagonale sont les variables
iy Si l'on développe complétement 'expression det(A/), on obtient des termes
de la forme A*[] ;). Chaque [] ;) peut étre vu sous la forme x8, o g est
un graphe simple composé d’un ou plusieurs cycles disjoints. On en déduit que le
coefficient de A\* est une somme de polynémes invariants x8® oil g est un graphe
simple composé d'un ou plusieurs cycles disjoints. Cela permet de conclure, car
nous avons vu dans la démonstration du théoréme 15.2.1 que ces graphes étaient
algébriquement reconstructibles. O

15.3 Graphes étoilés et O-réguliers

Proposition 15.3.1.
Tout polynome invariant coincide sur les graphes 0-réguliers avec un polynéme al-
gébriqguement reconstructible.

Démonstration. Soit P un polynome invariant. Soit () le polynéome obtenu en sub-
stituant x; , par — zj@#i x; ;. Le sommet n est isolé dans @), puisqu’il ne contient
plus de variable de la forme z;,. On en déduit que )* est un polynoéme invariant
algébriquement reconstructible. Il ne reste plus qu’a montrer que P et QQ* coincident
sur les graphes 0-réguliers.

Soit g un tel graphe. On vérifie que z;,(8) = —>_,; ., ;2 Ti;(g). Donc par
construction Q(g) = P(g), et on conclut comme suit.

Q" (g) = % (c7'g) = Z P(oc.g) (0.g est O-régulier)

= P*(g) = P(g) (P est invariant).
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Corollaire 15.3.2.
Les graphes 0-réguliers sont reconstructibles.

Démonstration. Soit g un graphe O-régulier, et g’ tel que Jeu(g') = Jeu(g). Le
graphe g’ est aussi O-régulier. Pour tout polynéme invariant P sur les graphes 0-
réguliers, P coincide sur les graphes 0-réguliers avec un polynéme () reconstructible,
donc P(g) = P(¢’). On conclut, puisqu'un &,-module est séparé par ses polynémes
invariants. ]
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Chapitre 16

Opérateurs préservant la
reconstructibilité algébrique

Dans ce chapitre, nous recherchons les opérations qui préservent la reconstructi-
bilité algébrique. Nous montrons en particulier qu’elle est préservée par composition
et substitution polynomiale et par dérivation. Nous en déduisons qu’elle est pré-
servée par passage au complémentaire et, sous certaines conditions, par fraction et
racine. Pour les graphes simples, elle est aussi préservée par 'opérateur Etoile. Cela
nous permet de montrer que, si les graphes simples a L%?‘J arétes sont algébriquement
reconstructibles, alors tous les graphes simples sont algébriquement reconstructibles.

Nous introduisons aussi la notion de i-reconstructibilité qui nous permet, entre
autres, de montrer que les étoiles valuées et les polyndmes symétriques en les étoiles
sont algébriquement reconstructibles. Cette notion sera centrale au § 19.

Enfin, nous montrons que les constructions de polynoémes reconstructibles au
moyen d’autres moyennes symétriques sur le groupe se raménent a la reconstructi-
bilité algébrique.

Tous ces résultats indiquent que la notion de reconstructibilité algébrique n’est
pas trop restrictive.

16.1 Composition a gauche

On remarque que la reconstructibilité fonctionnelle est naturellement préservée
par composition a gauche.

Proposition 16.1.1.
Soient h une fonction d’une variable complexe et [ une fonction reconstructible.
Alors, la fonction ho f est reconstructible.

On voudrait essayer de généraliser ceci aux polynoémes algébriquement recons-
tructibles. Bien entendu, on impose que le résultat h o p soit un polyndéme, ce qui
est a priori une contrainte trés forte!

Probléme 16.1.2.

Soit h une fonction de K dans K. Soit p un polynéme algébriquement reconstructible.
Si hop est un polynome (nécessairement invariant), est-ce que hop est algébrique-
ment reconstructible ?
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Par exemple, si h est un polynome de K[z] et p est algébriquement reconstruc-
tible, alors hop est algébriquement reconstructible. En effet, les sommes et produits
préservent la reconstructibilité algébrique. Il est peu probable que 'on puisse don-
ner une réponse au probléme général 16.1.2. En particulier nous n’avons pas de
contre-exemple, puisque nous conjecturons que tous les polynémes invariants sont
algébriquement reconstructibles. Dans la suite nous obtiendrons des réponses dans
quelques cas particuliers, par exemple lorsque h est de la forme p — §= ol ¢ est un
polyndéme algébriquement reconstructible vérifiant certaines hypothéses.

Un cas particulier de ce probléme concerne la préservation de la reconstructibilité
algébrique lorsque ’on prend la racine éniéme d’un polynéme.

Probléme 16.1.3.
Soit p un polynoéme invariant tel que p™ soit reconstructible (resp. algébriquement
reconstructible). Est-ce que p est reconstructible (resp. algébriquement reconstruc-

tible) ?

16.2 Substitution

Nous allons maintenant regarder I'opération duale, qui consiste & composer a
droite. Il faut prendre quelques précautions pour que l'opération commute avec
laction du groupe, de fagon a préserver I'invariance. Nous allons ici nous contenter
des opérations qui consistent & prendre un graphe g, et a le transformer en appliquant
une fonction A sur la valuation de chaque aréte de g.

Reconstructibilité

_Soit f une fonction reconstructible. Soit & une fonction de K dans K. Enfin, soit
h la fonction obtenue en appliquant h sur chaque aréte :

h (Z A{z‘,j}e{zpj}) = > higeqs) (16.1)

On considére la fonction foh, qui est naturellement invariante. Si f est un polynéme,
cela revient & substituer x; j; par h(x(; ;). On remarque que foh est reconstructible.
Supposons en effet que g et g’ ont méme jeu. Les graphes h(g) et h(g’) ont alors
aussi méme jeu et alors

(foh)(g) = f(h(g)) = f(M(g) = (f o h)(g).

En particulier, la reconstructibilité est préservée lorsque l'on substitue zy;;, par
f(x{,;y) dans un polynéme invariant.

Reconstructibilité algébrique

Nous allons vérifier que la reconstructibilité algébrique est aussi préservée. Bien
entendu, nous voulons rester dans ’algébre des polynémes invariants et nous ne
considérerons que des substitutions algébriques, c’est-a-dire telles que h est un po-
lynome de K|z].
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Proposition 16.2.1.

Soit p un polynome invariant algébriqguement reconstructible. Soit h un polynome
de K[x], et soit h définie comme ci-dessus. Le polynéme p o h est algébriquement
reconstructible.

Démonstration. Par définition, p s’écrit sous la forme

p:P<(11>7Qk)

ou P est un polynome et les ¢; sont des multigraphes avec des sommets isolés. Soit m
un monome apparaissant dans ¢, et soit v un sommet isolé de m. Substituons dans
m chaque xy; ;3 par h(xg ;). En développant, on obtient une somme de monomes
dans lesquels v est encore isolé. Donc ¢ o h est une somme de multigraphes avec des
sommets isolés. Il en est de méme pour les autres ¢;. Comme

pOE:P(QIOEV'WQkOE)a

le polynéme p o h est algébriquement reconstructible. O

Généralisations

On peut essayer de généraliser ceci a des substitutions ou h n’est pas un po-
lynéme, mais telles que p o h soit un polyndéme. Ce n’est possible que si 'on peut
montrer que chaque g;oh est un polynéme. Nous utiliserons cette idée pour le passage
au complémentaire.

16.3 -reconstructibilité

Motivations

Nous allons maintenant introduire une notion qui permet de montrer que certains
polynomes sont algébriquement reconstructibles. L’objectif est le suivant. Lorsque
I'on fait le produit de deux multigraphes, on obtient toutes les superpositions pos-
sibles de ces deux multigraphes. Dans certains cas, on voudrait forcer la superposi-
tion de deux sommets précis des multigraphes. Prenons par exemple le produit de
deux chemins de longueur deux

® ®
O/O\Q o ©

XO\O/O.
© 0

On obtient une combinaison linéaire de tous les multigraphes suivants

® ® ® ®

® ® ®
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Si on pouvait forcer les deux chemins a se toucher par une extrémité, on n’obtiendrait
plus que les multigraphes

® ® ® ®

Y 9 9 Y

O O O

qui, en dehors du premier, ont tous un sommet isolé. On en déduirait que le pre-
mier est algébriquement reconstructible. La i-reconstructibilité va permettre cela,
en distinguant un sommet particulier, et en considérant des polynomes invariants
par permutation des autres sommets.

Définition et propriétés

Définition 16.3.1.
Soit i un sommet. On définit récursivement ['algébre des polynomes i-reconstructibles
comme suit : un polyndme est i-reconstructible si ['une des conditions suivantes est
vérifiée :

(i) p est invariant et algébriquement reconstructible ;

(ii) i est un sommet isolé de p;

(iii) p est une combinaison algébrique de polynomes i-reconstructibles.

On dit alors qu’un multigraphe g pointé en 1 est i-reconstructible si le polynéme
x8% obtenu en symétrisant x& par permutation des sommets différents de i est i-
reconstructible.

Cette définition permet une généralisation du corollaire suivant du lemme de
Kelly.

Proposition 16.3.2 ([Kel57], [Bon91, Corollaire 2.5]).

Soit g un graphe simple sur n sommets et £ un graphe simple sur moins de n — 1
sommets. Le nombre de sous-graphes de g isomorphes a f et passant par un sommet
donné 1 est reconstructible.

On a en effet les deux lemmes suivants :

Lemme 16.3.3.
Soit £ un multigraphe avec au moins un sommet isolé. Soit p la somme des Xf/®,
ot f' est isomorphe a f et i n'est pas un sommet isolé de t'. Le polynéme p est
1-reconstructible.

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition originale 16.3.2, il
suffit de constater que p = xI' — ¢, ol ¢ est la somme des Xfl®, avec f’ isomorphe
a f et i sommet isolé de f'. Comme f a un sommet isolé, x!" est algébriquement et

donc i-reconstructible. Enfin, ¢ est ¢-reconstructible et donc p aussi. O

Lemme 16.3.4.
Soit p un polynéme i-reconstructible et invariant par permutation des sommets dif-
férents de i. La quantité p(g) ot g est un graphe quelconque est reconstructible.
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Démonstration. 1l suffit de le montrer dans les deux premiers cas de la défini-
tion 16.3.1.

— Cas (i). Le sommet i est un sommet isolé de p. On peut appliquer p sur la
carte g\;. En effet, p est invariant par permutation des sommets de i, et ne
dépend donc pas de I'étiquetage de g\ ;.

— Cas (ii). Le polynome p est algébriquement reconstructible, et donc recons-
tructible.

m

Le principal intérét de la i-reconstructibilité vient de la proposition suivante.

Proposition 16.3.5.
Soit p un polynome i-reconstructible. Le polynéme invariant p* obtenu en appliquant
l'opérateur de Reynolds est algébriquement reconstructible.

Démonstration. Par linéarité, on peut se ramener au cas ol p est de la forme

P=dq1...qTr1...7]

avec les ¢; vérifiant la condition (i) et les r; vérifiant la condition (ii). Soit ¢ = ¢q1 ... g«
et r = ry...7rp. On constate que ¢ est invariant et algébriquement reconstructible.
En utilisant les propriétés de 'opérateur de Reynolds 8.1.5, on a alors :

pr=(qr) =qr*

Il ne reste donc plus qu’a montrer que le polynéme invariant r* est algébriquement
reconstructible. Comme les r; vérifient la condition (ii), le sommet ¢ est aussi isolé
dans r. Donc tous les mondmes apparaissant dans 7* ont un sommet isolé, ce qui

suffit. ]

Applications aux polyndmes symétriques en les étoiles

Voyons maintenant comment cette notion peut étre utilisée. On rappelle que les
polyndémes symétriques en les étoiles sont les polynomes symétriques en les variables
E; o By = ) 2 ;). (Pour alléger, nous omettons I'ensemble {1...n}\ {i} sur
lequel la somme porte).

Proposition 16.3.6.
Les polynomes symétriques en les étoiles sont algébriquement reconstructibles.

Démonstration. Soit ¢ un sommet quelconque. D’aprés le lemme 16.3.3 E; est i-
reconstructible car E; est la somme des arétes adjacentes a i. On en déduit que les
puissances E¥ de E; sont aussi i-reconstructibles. Or, & un coefficient (n — 1)! pres,
(EF)* n’est autre que la k-iéme fonction symétrique puissance en les étoiles. Cette
derniére est donc algébriquement reconstructible. On conclut alors en appliquant le
théoréme fondamental des fonctions symétriques (théoréme 8.2.4), qui indique que
les polyndomes symétriques sont engendrés par les fonctions puissances. O
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Variations

Le lemme suivant servira plus loin pour le passage au complémentaire.

Lemme 16.3.7.

Soit i un sommet fizé. On considére les n—1 variables {xy; ;1 |j # i}. Les polynomes
symétriques en ces variables sont i-reconstructibles. En particulier, Hj Ty ) est i-
reconstructible.

Démonstration. Soit s, = i x’fz 7 la k-iéme fonction symétrique puissance en les
T,y D’apres le lemme 16.3.3, le polynome s, est ¢-reconstructible. En effet, chaque
aréte multiple k.ey; ;3 a un sommet isolé, et s, est la somme de ces arétes passant
par ¢. On conclut en utilisant le théoréme fondamental des fonctions symétriques

(théoréme 8.2.4), qui assure que les s; engendrent tous les polynomes symétriques.
[

On note que 'on peut déduire de ce lemme une généralisation du théoréme 16.3.6.

Corollaire 16.3.8.
Soit m un multigraphe dont toutes les arétes sont adjacentes en un méme sommet,
comme par exemple

@ @
\o
o7

Alors, le multigraphe m est algébriquement reconstructible.

Démonstration. Soit ¢ le sommet commun a toutes les arétes du multigraphe m et
x™ l'exponentielle de m. Soit p; := ) ox™ le polynéme obtenu en symétrisant x™
par toutes les permutations o de {1,...,i — 1,i+1,...,n}. Ce polynome p; est un
polynéme symétrique en les variables {x(;;;|j # i} et est donc i-reconstructible.
On en déduit d’aprés le lemme 16.3.7 que le polyndme invariant p := p; obtenu
en appliquant 'opérateur de Reynolds est algébriquement reconstructible. Or, & un
scalaire prés, ce polyndome p n’est autre que I'exponentielle symétrisée x™® de m.
On en déduit que ce dernier est algébriquement reconstructible. O

16.4 Opérateur Div

Au § 2.2.5 nous avons introduit I'opérateur Div sur les polynémes, défini par
Div := )" 6%1" et nous avons observé qu’il s’agissait d'une dérivation. Lorsqu’il n’y
a pas d’ambiguité, on note

v = Div(p), p*) = Div¥(p).

Nous montrons que cet opérateur préserve la reconstructibilité algébrique. Nous
utiliserons ce fait pour en quelque sorte intégrer par parties les polyndémes algébri-
quement reconstructibles. Cela nous servira, par exemple, pour les fractions et le
passage au complémentaire.
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Proposition 16.4.1.
Soit p un polynome algébriquement reconstructible. Le polynome p' est aussi algébri-
quement reconstructible.

Démonstration. On dit qu'un mondéme ¢ a un sommet ¢ isolé si le multigraphe cor-
respondant a un sommet isolé. Cela revient & dire qu’aucune des variables xy; j
n’apparait dans ¢. Soit p un polynéme invariant associé a un multigraphe avec un
sommet isolé. Nous allons montrer que p’ est algébriquement reconstructible. Soit ¢
un mondme de p, et soit ¢ un sommet isolé de ¢. Le sommet i est aussi isolé dans tous
les monomes apparaissant dans ¢’. On en déduit que p’ est une somme de mondmes
avec des sommets isolés et qu’il est donc algébriquement reconstructible.

Soit maintenant p := P(q, ..., q) un polyndéme algébriquement reconstructible,
ou chaque ¢; est le polynéme invariant associé & un multigraphe avec un sommet
isolé. Prenons par exemple p = ¢1q2. En appliquant la formule de dérivation de la
proposition 2.2.11, on obtient

P =(g) = ¢+ ad.

Les polynoémes qi, q;, g2 et ¢, sont algébriquement reconstructibles, et donc p’ est
algébriquement reconstructible. Le cas général se traite de méme en appliquant la

formule de dérivation & chaque terme ¢ ... ¢ de p' = (P(qu,...,q))" (Les termes
obtenus sont de la forme ¢ ... qfi‘llngfi_quﬁl . q,f’“). O

On note qu’il est fastidieux de montrer que cet opérateur préserve la recons-
tructibilité fonctionnelle, car il faut a prior: utiliser des propriétés topologiques du
corps. On constate qu’avec un changement de variable adéquat, Div s’exprime sous

la forme a%, oil y := Yy j3- On peut alors procéder en écrivant les deux graphes g

et g’ ayant méme jeu comme limite des graphes g+ %c et g+ %c, oll ¢ est le graphe
complet. Ces graphes ont encore méme jeu. On conclut alors en exprimant Div p(g)
comme limite de p(g + 1c) — p(g).

Application

On rappelle que ((n) est le plus haut degré [(n) dans un systéme générateur
minimal, et que I'on a des bornes sur 3(n). Par exemple, on sait que ((n) < CQC%,
et il est trés probable que l'on puisse réduire cette borne (voir § 11.3.1 ).

Théoréme 16.4.2.

Pour d > (n), si tous les polynémes invariants homogénes de degré d sont algébri-
quement reconstructibles, alors tous les polynémes tnvariants sont algébriquement
reconstructibles.

Démonstration. Supposons que tous les polyndémes homogénes de degré d sont algé-
briquement reconstructibles. La dérivation préserve la reconstructibilité algébrique
et, vue comme application de K[xy ;] dans K[xg;3]97, est surjective (théo-
réme 2.2.14). On en déduit que tous les polynémes de degré < d sont reconstructibles.
Comme l'algébre des invariants est engendrée par les polynomes de degré < (3(n),
tous les polyndmes invariants sont algébriquement reconstructibles. O
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16.5 Fractions

Nous allons montrer que, sous certaines conditions, la reconstructibilité algé-
brique est préservée par fraction. La discussion du § 9.4 a propos du corps des frac-
tions invariantes indique que ce n’est pas toujours le cas, ce qui justifie I'existence
de conditions. De plus, ’énoncé équivalent pour la reconstructibilité fonctionnelle
des polynomes (toujours sans conditions), entrainerait immeédiatement la conjecture

de Ulam.

Proposition 16.5.1.
Soit r un polynome invariant. On suppose que
(i) r est le quotient g de deur polyndmes invariants p el q algébriquement re-
constructibles.
(i) La constante ¢1989 est non nulle.
Alors, v est algébriquement reconstructible.
La condition (ii) est en particulier vérifiée si q est a coefficients réels strictement
positifs, par exemple pour un multigraphe.

Démonstration. Le principe de la démonstration va étre d’utiliser la formule de
dérivation de la proposition 2.2.11 pour faire une intégration par parties. On re-
marque d’abord que si r vérifie les conditions de I’énoncé, alors 7’ aussi. En effet,
p = (qr) = ¢'r+1r'q et on a donc la formule usuelle de la dérivée d’un quotient

P ~ a
q
grace a la proposition 16.4.1, les polynomes p'q — ¢'p et ¢* sont algébriquement
reconstructibles. De plus, ¢* vérifie la condition (ii) (lemme 2.2.13).

Procédons par récurrence sur le degré de r. On suppose que tout polyndéme de
degré < d dans les conditions de I’énoncé est algébriquement reconstructible. Comme
les constantes sont algébriquement reconstructibles, I’hypothése de récurrence est
vérifiée pour d = 0.

Soit r = £ de degré d + 1 dans les conditions de I’énoncé. En appliquant la
formule de Leibniz 2.2, on obtient

deg(q)

(qr deg(q Z Cdeg deg a)—k) (k)7

d’ou 'on déduit

q(deg(q))f,, p(deg q9)) deg( ) (deg(q)—1), _ — Ck deg(q)fk)r(k) ..

(deg(q))

deg(q = gr

Par récurrence, tous les termes de droite sont algébriquement reconstructibles. Comme
¢'9°2(@) est une constante non nulle, r est algébriquement reconstructible.

Pour conclure, il faut vérifier que la condition (ii’) est plus forte que la condition
(ii). Soit ¢ un polynéome a coefficients strictement positifs. Le polynome p = q2k est
aussi a coefficients strictement positifs. Soit d le degré de p. Lorsque I'on dérive d fois
p, on obtient la constante d! multipliée par la somme des coefficients des termes de
plus haut degré de p. Ces derniers étant strictement positifs, p(® est une constante
non nulle, comme voulu. O
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Corollaire 16.5.2.
Soient p et q deux polynomes tels que q = p[[wyjy. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

— p est algébriquement reconstructible,

— q est algébriguement reconstructible.

Démonstration. Un sens est trivial, puisque les polynomes symétriques sont algé-
briquement reconstructibles. L’autre sens se déduit de la proposition 16.5.1. On
peut donc enlever et rajouter le graphe complet a un multigraphe en préservant sa
reconstructibilité algébrique. O]

16.6 Passage au complémentaire

Ce que nous venons de voir va nous servir pour le passage au complémentaire.
On étend comme suit la définition usuelle de complémentaire d’un graphe simple a
un multigraphe.

Définition 16.6.1 (Complémentaire).
Soit m un multigraphe. Soit k la plus grande valuation de m. On appelle complé-
mentaire de m le multigraphe

‘m =k (Z e{iyj}> —m

Pour un graphe non nul, cette notion coincide avec la notion usuelle de complé-
mentaire. En effet, 'opération effectuée revient a retirer les arétes de g du graphe

complet ) eg; .

Théoréme 16.6.2.
St m est un multigraphe algébriquement reconstructible, alors, son complémentaire
Cm de m est aussi algébriquement reconstructible.

Le point de départ de la démonstration est donné par I'exemple suivant. '

Exemple 16.6.3.
Soit m le graphe sur 4 sommets

m = = €{1,2} T €{34}
@
Son exponentielle symétrisée vaut

XM = 20 9y T(3.ay + T3 T2y + TR T(23)

1
T{i.g}

On substitue xy; ;3 par
1 1 1

- + .

L230{3,4r  T{13pl{24}  T{143T{2;3}

! Nous avons maintenant une démonstration bien plus courte et générale. De plus celle-ci n’utilise
pas la notion de i-reconstructibilité (voir [PT00]).

Xm®0h:
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Enfin, on multiplie par

H Tligy = T{1,23T{1,3}T{1,4} T{2,3} L {2,4} T{3,4}
et on obtient le polynome
m® 7 __
(H x{i,j}) XTT0h = 205004 3 T2y T AT T 23} T34} T T2 T(13)T(24)T(3.4)

qui correspond au complémentaire de m :

Ceci montre qu’on peut donc obtenir le complémentaire de m via une substitu-
tion bien choisie. Cette substitution n’est pas algébrique, mais nous pourrons tout de
méme montrer que 'expression finale (H :L'{Z-,j}) x™® o I, est algébriquement recons-
tructible. Pour cela, nous allons commencer par les multigraphes avec un sommet
isolé.

Lemme 16.6.4.
Soit g un multigraphe avec un sommet isolé. Son complémentaire Cg est aussi algé-
briquement reconstructible.

Démonstration. Nous allons utiliser la i-reconstructibilité. Soit g un multigraphe
avec un sommet isolé i. Soit k la plus grande valuation de g. Soit h le complément
de g sur {1,...,n}\ {i}. Enfin, soit E; = > ey ;3. On a alors

g — h + kE;

Voici ce que cela donne sur I'exemple g = @& .Onaalors i =4, k=2, et on

trouve

E

Soient p = xP et ¢ = x¥ = Hj g5 On a x'8 = pg®. Puisque par construc-
tion h a un sommet isolé, le polynémeB p est i-reconstructible. Le polynéme ¢ I'est
aussi, grace au lemme 16.3.7. Donc x € est i-reconstructible. On en déduit (pro-

position 16.3.5) que x'8" est algébriquement reconstructible. Les polynémes x'8" et
®

x & ne different que par une constante multiplicative, et donc Gg est algébriquement

reconstructible. O]

Avec le corollaire 16.5.2, nous pouvons maintenant traiter les multigraphes sans
sommets isolés.
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Démonstration de la proposition 16.6.2. Soit m un multigraphe algébriquement re-
constructible et soit k la plus grande valuation de m. Soit p := x™® P’exponentielle
symétrisée de m. Puisque m est algébriquement reconstructible, ce polynéme s’écrit
p = P(q,...,q), ot chaque ¢; est le polynéme invariant associé & un multigraphe
avec un sommet isolé. Enfin, soit h définie par h(z) = % et h définie comme dans

I’équation 16.1. On a l'identité

d’on 'on déduit que
Xcm®_ xF( e i)~ <H IB{”}> Xm®oﬁ)

= (H:C{i,j}) P(ql oﬁ,...,qloﬁ).

Notons que l'on a pu développer x*(= e m® car I’expression x*(& @) ne com-
porte qu’un seul terme.

Soient m; le multigraphe correspondant a ¢; et ky la plus grande valuation dans
my. L’expression ¢, oh n’est pas directement un polynome. En revanche, le polynome

4= xm <H I{W}) qoh

est algébriquement reconstructible d’apreés le lemme 16.6.4. On fait de méme pour
tous les g;.
Nous affirmons alors que, a condition de choisir &’ suffisamment grand, I’expres-

sion
k' _ —
(H Il?{@j}) P ((]1 o h, ...,q 0 h)

est un polynome en les expressions Gy, ...q; et [[ zg ;. Il suffit pour s’en convaincre
de considérer I'exemple suivant. Soit P(ql, @) = @5 et k' > ki + 2ks. On a

<H x{m})k, QI °h,gz0 h (H L{i, J}> q1 0 E) (q2 o E)Q
= ()™ (M) woB) (([Tren) o)
K — k1 —2ks

= (=) @) @)

On en déduit que (H x{m})kl P (ql oh,....,qo E) est algébriquement reconstruc-

(16.2)

2

tible. Cette expression ne différe que par un facteur (H :c{i’j})k * de I’expression

®
de x*™" donnée par I’équation 16.2. On conclut alors que Cm est algébriquement

reconstructible en utilisant le résultat du corollaire 16.5.2. O

Application aux graphes simples

Dans le cas des graphes simples, on peut combiner les résultats ci-dessus avec ceux
du § 6 de la partie I. En effet, la dérivation d’un graphe g simple est la somme des
sous-graphes de g obtenus en retirant une aréte. De méme on peut définir 'opérateur
Etoile qui a un graphe g simple associe la somme des graphes obtenus en rajoutant
une aréte.
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Proposition 16.6.5.
Soit g un graphe simple avec d arétes. On a

Aut h h®
(x8®) ZS (h,g)x" = Z};ﬁs(h,g)x :

ot h parcourt les sous-graphes de g a isomorphie pres avec d — 1 arétes.

Démonstration. On calcule (x8%).

Gy =2 6oy =2. 3 x'= ) Helhce.s =gl

g17g g1~g hCgi,|h|=d-1 h,[h|=d-1
o Z h
- S(h,g)X

h,|h|=d—1

On obtient Pexpression voulue en ne gardant que les sous-graphes de g (i.e. les
graphes h tels que S(h,g) > 0) et en les regroupant par classes d’isomorphie. On
peut alors remplacer S(h,g) par s(h,g) en utilisant la remarque 6.2.1. H

L’énoncé suivant résume les conséquences principales.

Théoréme 16.6.6.
(i) Les opérateurs Div et Etoile et C préservent la reconstructibilité algébrique.

(ii) Supposons que les graphes simples & d arétes soient tous algébriquement
2
reconstructibles. Si d < ”, alors les graphes simples a d—1 arétes sont tous

algébriquement reconstructibles. De méme, si d > " , alors les graphes simples
a d—+ 1 arétes sont tous algébriquement reconstructzbles.

(i11) Siles graphes simples & % arétes sont algébriquement reconstructibles, alors
tous les graphes simples sont algébriquement reconstructibles.

Démonstration. Le (i) se déduit de la proposition 16.4.1 et du théoréme 16.6.2 en
remarquant que Etoile = C o Divol. Pour le (ii), on utilise le (i) et la surjectivité de
I'opérateur Div des graphes a d arétes vers ceux & d — 1 (théoréme 6.3.2). Enfin, le
(iii) est une conséquence immédiate du (ii). O

Pour n = 13, et probablement au dela, on sait qu’il existe des graphes simples a
d arétes non-algébriquement reconstructibles (voir 18.0.1). Ce théoréme permet de
montrer qu’il en existe pour tout nombre d’arétes, jusqu’a C2 —d.
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Chapitre 17

Etude dans les petits cas de la
reconstructibilité algébrique

17.1 Vérification a la main de n =14

Théoréme 17.1.1.
Sur n = 4 sommets, tous les polynomes invariants sont algébriquement reconstruc-
tibles.

Ce théoréme se déduit du lemme suivant. En effet, le théoréme 11.2.3 assure
que les graphes simples sur 4 sommets engendrent toute l'algébre des polynomes
invariants.

Lemme 17.1.2.
Les graphes simples sur 4 sommets sont algébriqguement reconstructibles.

Démonstration. Nous identifions ici complétement un multigraphe avec le polynome
invariant associé. Par exemple, ’équation suivante indique comment on peut expri-
mer le graphe simple g composé de deux arétes disjointes comme le produit du
graphe composé d'une aréte avec lui-méme, auquel on retire deux multigraphes avec
un sommet isolé. On en déduit que le graphe g est algébriquement reconstructible.

ff f f@_@i@_@N

Nous allons montrer de méme, a tour de r()le, que tous les graphes simples s’ex-
priment comme sommes et produits de multigraphes ayant un sommet isolé. On
note qu’il est nécessaire, comme résultat intermédiaire, de montrer que certains
multigraphes sans sommets isolés sont algébriquement reconstructibles.

Graphes simples a 0 et 1 aréte :

O Q

O 0,0 U
O O
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Graphes simples a 2 arétes :

Qa
O—b—0,
O
£ O £ Q
ol 0O =0 pxdb O-0—a0 -0 b
o} of O O O

Graphes simples a 3 arétes :

o,

O
DQC bQ Q S

% @&X@f@;\@ @ @&@

Graphes simples & 4 arétes :

@%@ @&xof@&,

Je
a b d 0 xQ b Op o-0" o
ol ol o o .

Graphe simple a 5 arétes :

e R

Graphe simple a 6 arétes :

2ol ndd




17.2 Vérification informatique

Il est possible, dans les petits cas, de tester informatiquement la reconstructibilité
algébrique des polynomes invariants en utilisant les algorithmes de construction de
systéme générateurs minimaux de l’algébre des invariants. Notons cependant que
le principe de ces algorithmes est de construire, degré par degré, depuis 0 jusqu’a
une borne théorique [G(n), un systéme générateur minimal en n’utilisant que des
multigraphes avec des sommets isolés. Le calcul devient donc trés rapidement difficile
du fait de I'explosion combinatoire. Il est bien siir crucial de réduire le plus possible
la borne 3(n).

Pour n < 4, le calcul nécessite moins de 5 secondes. Pour n = 5, nous avons
construit un systéme générateur partiel jusqu’au degré 10 en n’utilisant que des
multigraphes avec des sommets isolés (voir section 11.4.3). Il ne sera probablement
pas possible d’aller au dela, sachant que pour 'instant la meilleure borne théorique
que nous ayons est d(5) = 22. Cependant, la forme du systéme générateur laisse
supposer qu’il est complet, c’est-a-dire que nous ne trouverons pas de générateur de
degré plus grand (voir figure A.5 page 265).

Pour n = 6, le méme calcul a atteint le degré 8. On en déduit en particulier que
tous les graphes simples a moins de 8 arétes sont algébriquement reconstructibles.
Comme la reconstruction algébrique est conservée par passage au complémentaire
(théoréme 16.6.2), ce calcul suffit & montrer que tous les graphes simples sur 6
sommets sont algébriquement reconstructibles. Pour n = 7, le calcul a atteint le
degré 7.

Enfin, nous montrons au § 19 comment nous avons vérifié que les arbres jusqu’a
13 sommets étaient algébriquement reconstructibles.
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Chapitre 18

Existence de graphes simples
non-algébriquement reconstructibles

Nous allons montrer dans cette section qu’il existe des multigraphes, et plus
fortement des graphes simples, qui ne sont pas algébriquement reconstructibles. La
démonstration, non-constructive, est basée sur des considérations de dimensions : on
utilise la condition nécessaire 11.1.10 sur la série de Hilbert d’une algébre graduée
A pour qu’un systéme S d’éléments homogénes soit générateur. Le principe est
de majorer le nombre d’identités de degré d que l'on peut obtenir par produits
d’éléments de S, et de comparer cette majoration avec la dimension de la composante
homogéne A, de degré d de A. S’il n’y a pas assez d’identités, le systéme S ne peut
pas étre générateur. On rappelle que le méme critére nous a, par exemple, permis
de montrer que 'algébre des invariants n’est pas engendrée par les graphes simples
(voir § 11.2).

Kocay [Koc82| a utilisé une démarche similaire pour évaluer si les graphes simples
étaient algébriquement reconstructibles pour le produit d’union. Dans certains cas, il
a constaté qu’il n’y avait pas assez d’identités. Cependant, comme le produit d’union
n’est pas gradué, cela ne permet pas de conclure. De fait, il est possible d’obtenir
des identités de degré d par combinaison linéaire d’identités d’autres degrés. Ainsi,
I'identité suivante n’est pas comptabilisée parmi les identités de degré 5, alors qu’elle
permet de montrer que le graphe & 4 sommets et 5 arétes est algébriquement recons-

tructible :
® ® ®
_ 2 O&Q 2 O/i\Q

O O

La reconstructibilité algébrique des graphes simples pour le produit d'union est donc
toujours un probléme ouvert.

Théoréme 18.0.1.
(1) 1l existe des multigraphes sur 11 sommets et a 18 arétes qui ne sont pas
algébriquement reconstructibles.
(ii) 1l existe des graphes simples sur 13 sommels et a 17 arétes qui ne sont pas
algébriquement reconstructibles.

237



18.1 Cas des multigraphes

Lemme 18.1.1.

Les multigraphes algébriquement reconstructibles sur n sommets sont engendrés par
les multigraphes quasi-connexes dont la composante connexe non triviale est de
taille < n.

Démonstration. Le principe de la démonstration est exactement le méme que pour
le théoréme 15.1.1 affirmant que les multigraphes non-connexes sont algébriquement
reconstructibles. O

Lemme 18.1.2.
Soit K[X{i7j}]f" la composante homogéne de degré d de ’algébre des polynomes inva-
riants sur n sommets. Soit F¢ le sous-espace vectoriel des polynémes algébriquement
reconstructibles de K[X{i,j}]ff". Soit fn.a le nombre de multigraphes a d arétes, sans
sommets isolés et dont les composantes connexes sont de taille < n.
(i) La dimension de F? est majorée par fn.q.
(i) Le nombre de multigraphes & n sommets et d arétes algébriquement recons-
tructibles est majoré par f, 4.
(1it) Si fna est strictement inférieur au nombre my, 4 de multigraphes ¢ n som-
mets et d arétes, alors il existe au moins My, g— frn.q multigraphes sur n sommets
a d arétes non-algébriquement reconstructibles.

Démonstration. D’aprés le lemme 18.1.1, I'espace F¢ est dans 1'algébre engendrée
par les multigraphes quasi-connexes dont la composante connexe non triviale est
de taille < n. La condition 11.1.10 permet de majorer la dimension de F¢ par le
nombre de mondémes formels de degré total d en ces multigraphes quasi-connexes.
On peut associer a chacun de ces mondomes m := x™® . x™® le multigraphe
g, a d arétes, sans sommets isolés, union disjointe des composantes connexes non-
triviales des multigraphes m; apparaissant dans m. Cette correspondance m — g,
est clairement bijective, ce qui démontre le (i).

Les polynomes x™®, associés aux multigraphes & n sommets et d arétes algé-
briquement reconstructibles, forment une famille libre de F?. TLe nombre de ces
multigraphes est donc aussi majoré par f, 4. Le (ii) et le (iii) en découlent. O

Démonstration du théoréeme 18.0.1, (i). Le calcul de la série de Hilbert permet d’éva-
luer le nombre m,, 4 de multigraphes & n sommets et d arétes (voir § 10.3.1). Il reste
a évaluer le nombre f,, 4.

On commence par évaluer le nombre ¢, » de multigraphes connexes a n’ sommets
et d’ arétes. Pour cela, on suit pas a pas la méthode décrite dans [HP73, § 4.2, p 90]
dans le cas des graphes simples. Plus généralement, étant donnée une classe C d’ob-
jets, cette méthode permet de calculer le nombre g, , de ces objets, comptés selon
deux statistiques n et p, & partir des nombres (g, p )n/<n p<n de multiensembles (i.e.
ensembles avec répétitions) de ces objets comptés selon les deux mémes statistiques.
Nous avons implémenté cette méthode dans PerMuVAR.

Soient m(z,y) = Y., 1 goo Mna®™y" et c(z,y) = Y, o1 40 Cna®"y? les séries
génératrices des multigrapﬁés_et des multigraphes connexes non triviaux. On peut
considérer un multigraphe quelconque comme un multiensemble de multigraphes
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connexes. Ces deux séries génératrices sont donc liées par la relation :

1 +m(z,y) = exp <Z c(a*, y’“)/‘ﬂ) :

k=1

On peut alors inverser cette relation et exprimer les coefficients de la série c¢(z,y)
au moyen de ceux de la série m(z,y), vie une inversion de Mdbius. On rappelle que
les coefficients de la série m(x,y) eux-mémes s’obtiennent via une énumeération de
Polya (voir § 10.3.1 ou § 11.2).

Fixons le nombre n de sommets. On note C), 4 le nombre de multigraphes connexes
a d arétes et a au plus n—1 sommets. Clairement C,, 4 := ) , <n Cnr,a- La série généra-
trice par nombre d’arétes des multigraphes sans sommets isolés dont les composantes
connexes ont au plus n — 1 sommets s’écrit alors :

[e.9] [e.9] 1
dz; fn,dZd = H m

= d=1

Bien entendu, pour calculer, a partir de cette expression, les coefficients f,, 4 jusqu’a

d := D arétes, on peut restreindre le produit infini de droite au produit finide d =1
ad=D.

La figure 18.1 page 235 présente la courbe du rapport % pour différentes valeurs

de n. On note que pour n = 11, et d =??, ce rapport est strictement inférieur a 1,

indiquant qu’il existe au moins un multigraphe non algébriquement reconstructible.

O

18.2 Cas des graphes simples

Le lemme suivant permet de traiter les graphes simples dans 1’algébre des graphes
simples.

Lemme 18.2.1.
Un graphe simple algébriquement reconstructible est aussi algébriquement recons-
tructible dans 'algébre des graphes simples.

La démonstration du point (ii) du théoréme 18.0.1 est analogue a celle du point
(i), et nous nous contentons d’énoncer sans démonstration les lemmes correspon-
dants.

Lemme 18.2.2.

Les graphes simples algébriquement reconstructibles dans ’algeébre des graphes simples
sont dans ’algébre engendrée par les graphes simples quasi-connexes dont la compo-
sante connexe non triviale est de taille < n.

Lemme 18.2.3.

On considere la composante homogeéne de degré d de l'algébre des graphes simples
sur n sommets. Soit F¢ le sous-espace des vecteurs algébriquement reconstructibles.
Soit fn.a le nombre de graphes simples a d arétes, sans sommets isolés et dont les
composantes connexes sont de taille < n.
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(i) La dimension de F¢ est majorée par f, 4.

(i) Le nombre de graphes simples & n sommets et d arétes algébriquement re-
constructibles est majoré par f, 4.

(tit) Si fna est strictement inférieur au nombre g,q de graphes simples a n
sommets et d arétes, alors il existe gnq— fna graphes simples sur n sommets
a d arétes non-algébriquement reconstructibles.

t g"—’: en fonction de d,

La figure 18.4 page 237 présente la courbe du rappor "
pour différentes valeurs de n. On note que pour n = 13, et d - 17, ce rapport est
strictement inférieur & 1, indiquant qu’il existe au moins un graphe simple non algé-
briquement reconstructible. Mc Kay [McK97| ayant vérifié par ordinateur que tous
les graphes simples sur 11 sommets sont reconstructibles, nous lui avons demandé
s’il pouvait appliquer le méme test aux 17422984 graphes simples & 13 sommets et
17 arétes. Nous avons re¢u une réponse positive dans les heures qui suivaient (la
performance est impressionnante, et nous le remercions vivement pour ce calcul).

Alinsi,

Proposition 18.2.4.
1l existe des graphes simples reconstructibles et non algébriquement reconstructibles.

La figure 18.5 page 238 indique, en fonction de n, la valeur minimale M,, atteinte
par le rapport ;:—'Z lorsque d varie. Un ajustement rapide avec gnuplot semble in-
diquer que M, tend rapidement vers 0.04. Cela indique que, lorsque n est grand,
il existe un d tel qu'une trés faible proportion des graphes simples & n sommets et
d arétes sont algébriquement reconstructibles. Pourrait-on en déduire, par exemple
en utilisant la dérivation, que les graphes simples & n sommets sont presque tous
non-algébriquement reconstructibles ?
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Chapitre 19

Reconstruction algébrique des arbres

19.1 Préliminaires

19.1.1 Motivation

Ce chapitre présente différentes approches pour tenter de démontrer I’énoncé
suivant.

Conjecture 19.1.1.
Les arbres sont algébriquement reconstructibles.

Nous avons vu que les graphes non-connexes sont algébriquement reconstruc-
tibles. Comme les arbres sont les graphes connexes avec le plus petit nombre d’arétes,
il parait naturel de commencer par eux. Cette idée est renforcée par le théoréme 16.6.6
qui indique que si d est petit et les graphes a d arétes sont reconstructibles, alors
les graphes & d — 1 arétes sont reconstructibles. Les arbres devraient donc étre les
graphes simples les moins difficiles a traiter.

Une réponse positive a cette conjecture impliquerait tout d’abord la reconstruc-
tibilité des arbres. Cependant, ce résultat est connu depuis fort longtemps ([Kel57]).
Plus intéressant, cela résoudrait un probléme soulevé par Kocay en 1982 et qui, lui,
n’est toujours pas résolu. On rappelle que le nombre total d’arbres couvrants est
reconstructible (proposition 15.1.2). Il s’agit ici de raffiner ce dénombrement.

Probléme 19.1.2 ([Koc82], [Bon91]).
Démontrer que le nombre d’arbres couvrants de chaque type d’isomorphie est recons-
tructible.

Nous avons vu au § 15 que les démonstrations de la plupart des résultats clas-
siques s’exprimaient naturellement en utilisant des polynoémes invariants. Ces dé-
monstrations sont en effet essentiellement basées sur des dénombrements. Nous avons
donc tenté d’adapter de la sorte les démonstrations de la reconstructibilité des arbres
en espérant obtenir au moins un point de départ pour la reconstructibilité algébrique.
Il serait effectivement possible de traduire mot & mot la démonstration de [BH77,
p. 233, mais le point de vue algébrique ne semble pas permettre de généralisation.
Nous avons donc cherché d’autres approches.

Pour le moment, nous avons pu montrer informatiquement que tous les arbres jus-
qu’a 13 sommets étaient algébriquement reconstructibles. A ce propos, la figure A.8
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page 267 donne le nombre d’arbres, de foréts, etc. en fonction du nombre de som-
mets, ce qui permet d’évaluer la difficulté du probléme. Nous avons aussi montré
que certaines familles infinies d’arbres (les pieuvres) étaient algébriquement recons-
tructibles.

19.1.2 Petits cas

Nous présentons ici quelques petits cas traités a la main. Le principe utilisé
est le suivant. On considére deux foréts f; et fy & respectivement k et n — 1 — k
arétes. On suppose qu’aucune des deux n’est un arbre (i.e. 0 < k < n — 1). Elles
sont alors non-connexes et donc algébriquement reconstructibles. Le produit x Fxf2®
est aussi algébriquement reconstructible. Parmi les termes qui apparaissent dans ce
produit, certains ne sont pas des arbres, car ils ont des cycles ou des arétes multiples.
Nous appelons cycliqgues de tels termes. Il est possible de les éliminer, car ils sont
non-connexes, et donc algébriquement reconstructibles. Ainsi, on a construit une
combinaison linéaire d’arbres qui est algébriquement reconstructible. Si on arrive a
engendrer de cette facon suffisamment d’identités, on peut résoudre le systéme, et
exprimer chaque arbre en fonction d’expressions algébriquement reconstructibles.

On peut exprimer ceci sous forme matricielle. On considére la matrice dont les
colonnes sont indexées par les arbres et les lignes sont un certain nombre de combi-
naisons linéaires d’arbres que 'on aura pu engendrer par produits de foréts. Il faut
montrer que la matrice a pour rang son nombre de colonnes. Autrement dit, qu’il y
a plus de combinaisons linéaires que d’arbres et que la matrice est de rang plein.

Exemple 19.1.3.
Les arbres sur 3, 4 et 5 sommets sont algébriquement reconstructibles.

Démonstration. Pour 3 et 4, nous avons montré que tous les graphes simples sont
reconstructibles (théoréme 17.1.1). Nous allons cependant refaire le calcul car il tient
en quelques lignes.

Pour n = 3, le seul arbre est le chemin & deux arétes. On 'exprime & partir du
produit de deux arétes, le terme restant ayant un sommet isolé.

® ® ® ®
1 O\O © 1 O\
== X - =
2 O/O 2

O O

La matrice correspondante est

=/
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19.1.3 Algébre des foréts
Introduction

On peut formaliser la démarche utilisée dans le cadre suivant. On remarque que
si un mondme m est cyclique (c’est-a-dire 8’il y a un cycle ou une aréte multiple) tous
les mondmes obtenus par produit de m par un autre mondéme sont aussi cycliques.
De méme, si I'on permute les sommets de m, la cyclicité est préservée. L’ensemble
des polynomes invariants cycliques est donc un idéal de l’algébre des polyndmes
invariants. On consideére le quotient de ’algébre des invariants par cet idéal. Il s’agit
d’une algébre graduée qui, en tant qu’espace vectoriel, est engendrée par les foréts.
On l'appelle algebre des foréts. Cette algébre est définie et étudiée plus précisément
au § 12.2.2. Cependant, nous ne savons pas si elle a des propriétés particuliéres
qui permettraient, par exemple, de donner une borne sur les degrés d’'un systéme
générateur minimal. Pour le moment, cette construction nous sert essentiellement a
éliminer proprement les termes avec des cycles, et & évaluer le nombre d’identités
que 'on peut produire.

Application a la reconstructibilité algébrique des arbres

Dans ce cadre, la reconstructibilité algébrique des arbres se raméne a un probléme
d’algébre linéaire.

Proposition 19.1.4.
On considére la composante homogéne de degré n — 1 de [algébre des foréts, c’est-
a-dire 'espace des combinaisons linéaires formelles d’arbres non étiquetés. On le
note (arbres). Soit (Clforéts|) le sous-espace vectoriel de (arbres) engendré par des
produits de foréts non-connezxes. Soit g un arbre. Les deux propositions suivantes
sont alors équivalentes :

— g est algébriquement reconstructible ;

— g est dans le sous-espace vectoriel (C[foréts]).
Les arbres sont donc algébriquement reconstructibles si, et seulement si, (C|foréts]) =
(arbres).

Démonstration. Cela revient a formaliser la démarche utilisée dans les petits cas.
Soit. ¢ la projection canonique de l’algébre des invariants dans l’algébre des fo-
réts. C’est un morphisme d’algébres. Il faut ici étre un peu prudent selon que I'on
considére g comme un graphe non étiqueté, comme un polyndéme invariant ou un
polynome de 'algébre des foréts. On le note g dans le premier cas et ¢(g) dans le
second.

Soit g un arbre algébriquement reconstructible. En tant que polynéme invariant,
g est de la forme P(gy,...,8k), OU g1,...,gx sont des multigraphes avec un sommet
isolé :

¢(g) = o(P(g1, -, 8r) = P(o(g1), .-, d(8r))-

Par définition, si g; n’est pas une forét, ¢(g;) = 0. De plus g; a un sommet isolé
et a donc moins de n — 1 arétes. Conclusion : dans l'algébre des foréts, g est une
combinaison algébrique de foréts non-connexes.
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F1G. 19.1 — Matrice d’incidence sur 6 sommets des arbres versus les foréts a 4 arétes

Supposons réciproquement que, dans I'algébre des foréts, ¢(g) est dans (C[foréts]).
Il est alors de la forme P(¢(g1), ..., ¢(gk)) o1 g1, ..., g sont des foréts non connexes.
Prenons la méme expression dans 1'algébre des invariants : P(gy, ..., gx). Cette ex-
pression est algébriquement reconstructible, et on a :

Donc g et P(g, ..., gx) ne different que par un polynéme p de degré n—1 de 'idéal.
Les termes de p ayant soit des cycles, soit des arétes multiples sont non-connexes.
Donc p est algébriquement reconstructible. O

Angle d’attaque

Le principe est maintenant d’engendrer des vecteurs de (Clforéts|) par produit de
foréts non-connexes. Cela donne des identités entre des expressions algébriquement
reconstructibles et des combinaisons linéaires d’arbres. Il reste a savoir si I'on peut
engendrer suffisamment d’identités pour que le systéme obtenu soit inversible.

Dans les trois exemples que nous avons vus, nous avons pu ordonner les arbres
et construire des identités de facon a obtenir directement un systéme triangulaire
et donc facile & inverser. En revanche, a partir de 6, nous n’avons obtenu que des
systémes non triangulaires comme celui de la figure 19.1. L’inversibilité est alors a
priori un probléme difficile & traiter, & part informatiquement (pivot de Gauss). La
section suivante présente une approche possible.

19.2 Utilisation de matrices d’incidence

19.2.1 Introduction

La maniére la plus simple d’engendrer une équation consiste a multiplier une
forét £ a n — 2 arétes (et donc 2 composantes connexes) par une aréte simple. En
tant que polynome, cela revient a multiplier xf® par le polyndme e; symétrique
élémentaire de degré 1. En prenant toutes les identités obtenues de la sorte, on
obtient une matrice comme, par exemple, celle de la figure 19.1. Or, d’aprés la
remarque 12.2.12, on peut interpréter cette matrice comme la matrice d’incidence
dans le cas non étiqueté des arbres versus les foréts a deux composantes connexes.

Le coefficient indexé par 'arbre g et la forét f et s(f,g). C’est une sous-matrice de
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la matrice dincidence des graphes non étiquetés a n — 1 versus n — 2 arétes, qui est
de rang plein d’apres le théoreme 6.3.2. On ne peut pas en déduire immédiatement
qu’elle est aussi de rang plein, mais il est probable que l'on puisse appliquer des
techniques proches de celles du chapitre 6. Nous avons constaté expérimentalement
que cette matrice est de rang plein jusqu’a n = 13, c’est-a-dire que les identités sont
indépendantes entre elles.

Conjecture 19.2.1.
La matrice d’incidence des arbres (non étiquetés) versus les foréts (non étiquetées)
a deuxr composantes connexes est de rang plein.

Au § 6.5, nous avons essayé d’aborder cette conjecture dans le cas étiqueté.

19.2.2 Vérification informatique

Nous avons pu vérifier informatiquement notre conjecture jusqu'a n = 13 (ma-
trice de taille 1302 x 1121). Cela s’est fait en trois étapes.

1. Génération des arbres non étiquetés sur n sommets ;
2. Génération de la matrice d’incidence;
3. Calcul du rang de la matrice.

Pour la premiére étape, nous avons utilisé notre bibliothéque MathGraph en Perl,
qui permet d’engendrer les arbres enracinés non étiquetés, puis les arbres. Il est
cependant beaucoup plus rapide d’utiliser le programme nauty de McKay [McK90].
Il permet par exemple d’obtenir les arbres sur 14 sommets en moins de 10 secondes.

Génération de la matrice d’incidence

Nous avons en fait engendré la matrice des S(h,g) au lieu de celle des s(h, g).
Cependant, en utilisant la remarque 6.2.1 on montre que ces deux matrices sont équi-
valentes par un changement de bases approprié (prendre l'ensemble des | Aut(h)/h
comme base des foréts et comme base des arbres). Elles sont donc de méme
rang.

L’algorithme est alors le suivant

_8
| Aut(g)]

Pour g arbre sur n sommets Faire
Par défaut, S(h,g) :=0
Pour {i,j} aréte g Faire
h := canonic(g \ {7,7})
S(h,g) :=S(h,g) +1
Fin Pour

Fin Pour
Renvoie S

On remarque que la matrice finale est rapidement grande (jusqu’a 3159 x 2644
pour n = 14), mais que chaque colonne ne contient que peu de valeurs non-nulles
(moins de n — 1, puisqu’il y a n — 1 arétes dans g). Il est trés avantageux de stocker
la matrice sous forme de matrice creuse.
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Calcul du rang

Pour calculer le rang, nous avons essayé divers systémes de calcul formel. Le
probléme est assez cotiteux du fait de la taille de la matrice. Au dela de n = 10,
les systémes ne gérant pas les matrices creuses (dont MuPAD pour le moment) sont
éliminés d’office. Or, la plupart des systémes gérant les matrices creuses sont plutot
spécialisés sur des problémes de physique, et font donc les calculs en flottants et
non en entiers. Il en découle un risque d’erreur de calcul et probablement un coit
plus élevé en temps et en mémoire. En utilisant Scilab nous avons pu ainsi faire
le calcul jusqu'a n = 13 (matrice 1301 x 1121), mais seulement en flottants. En
revanche, la toute derniére version (non officielle) de la bibliothéque C++ LiDIA sait
gérer les matrices creuses a coefficients entiers. Nous n’avons pas encore pu ’essayer,
mais il est probable qu’elle puisse traiter la matrice pour n = 14. Il faudra aussi
reprendre les calculs fait avec Scilab pour étre absolument certains qu’il n’y a pas
eu d’erreurs d’approximation.

19.2.3 Rajouts d’identités

Ce que nous venons de voir est suffisant jusqu’a 8 sommets. En effet, il y a
alors autant d’arbres que de foréts & deux composantes connexes (voir table A.14
page 277). Cependant, ce n’est plus le cas a partir de n = 9. Il faut donc rajou-
ter de nouvelles identités. Notons qu’il est inutile de multiplier une forét f a k + 1
composantes connexes par le polyndme symétrique e,. En effet, en utilisant les pro-
priétés 12.2.11 de ey, 'expression obtenue est une combinaison linéaire des produits
que 'on a déja considérés.

xt ey, = xf®k!(el)k = <k!xf®(el)k_1> el

Nous avons considéré I’ensemble des produits d’une forét & 3 composantes connexes
par une étoile a 2 branches, et engendré la matrice correspondante. La encore, nous
avons en fait engendré la matrice équivalente obtenue en retirant des étoiles a 2
branches aux arbres. Le calcul jusqu’a n = 13 nous a alors donné deux résultats
remarquables :

Proposition 19.2.2.
(i) La matrice obtenue est & nouveau de rang plein, c’est-a-dire que toutes les
combinaisons linéaires obtenues sont linéairement indépendantes entre elles.
(ii) Si on rajoute ces combinaisons linéaires & celles que l'on avait déja, on
obtient une matrice surjective sur les arbres.

Corollaire 19.2.3.
Les arbres sont algébriquement reconstructibles jusqu’a n = 13 sommets.

De maniére générale, les matrices obtenues en enlevant une étoile avec un nombre
fixé k de branches aux arbres sont de rang plein, et ce au moins jusqu’a n = 13.

Conjecture 19.2.4.
Soient n un entier et k < n. On considére une matrice M dont les colonnes sont
indexées par les arbres sur n sommets et les colonnes indexées par les foréts sur
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n sommets & k 4+ 1 composantes connexes; si g est un arbre et h une forét, le
coefficient de M (g, h) compte le nombre de sous-graphes de g isomorphes a h et
obtenus en retirant une étoile a k branches de g. On retire éventuellement de M
les lignes composées uniquement de 0. Ces lignes correspondent a des foréts qui ne
peuvent pas étre complétées en un arbre en rajoutant une étoile a k branches. Alors,
la matrice M restante est de rang plein.

19.3 Perspectives

Dénombrements et études asymptotiques

On ne pourra probablement pas continuer ce type d’expérimentation bien au
deld de n = 14, a cause de la taille des matrices mises en jeu. Cependant, on peut
glaner des informations supplémentaires en étudiant I’évolution asymptotique du
nombre d’arbres et de foréts. Nous voudrions ici remercier chaleureusement Flajolet
pour 'aide précieuse qu’il nous a fournie par mél. En plus des réponses détaillées
a nos questions, il nous a fourni des feuilles de travail Maple avec des exemples de
dénombrement d’arbres qui nous ont permis trés rapidement de faire nos propres
dénombrements de maniére autonome. Il a aussi fait plusieurs études asymptotiques :
nombre d’arbres et de foréts par nombre de sommets (identités 12.1 et 12.2), nombre
de foréts a k composantes connexes relativement au nombre d’arbres (table 19.1).

Le principe est essentiellement d’utiliser les conditions 11.1.10 et 11.1.11, c’est-
a-dire de vérifier que 'on produit suffisamment d’identités.

Nous commencons par utiliser la condition 11.1.11, en la raffinant, pour obtenir
des informations plus précises sur les systémes générateurs potentiels. Dans ce qui
précédait, nous avons considéré les identités obtenues par produit des foréts a 2 et 3
composantes connexes par les étoiles a respectivement 1 et 2 branches. Il faut donc
qu’il y ait plus de foréts a 2 et 3 composantes connexes que d’arbres. On constate
que ¢’est faux a partir de n = 35 (voir table A.14 page 277 ou figure A.9 page 268).
Il est alors tentant de rajouter les produits de foréts & 4 composantes connexes par
des étoiles a 3 branches et ainsi de suite. L’étude asymptotique menée par Flajolet
nous indique que cette approche est vaine. En effet, le quotient du nombre total de
foréts non connexes par le nombre d’arbres a une limite asymptotique de I'ordre de
0,913 (table 19.1). Cela peut aussi se voir sur la figure A.7 page 267. Au dela de 90
sommets, il y a plus d’arbres que de foréts non connexes.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
q 1 0, 566 0,225 0,0802 | 2,76.10°2 [ 9,41.10° | 3,19.107° | 1,08.10~"
k 9 10 11 12 13 14 15 total
q | 3,65.1077 | 1,24.10°% [ 4,18.10° | 1,41.10° | 4,79.10°° | 1,62.10°° | 5,48.10~7 | 0,913

TAB. 19.1 - Limite asymptotique lorsque le nombre de sommets tend vers U'infini du
quotient ¢ du nombre de foréts & k£ composantes connexes par le nombre d’arbres

Cette étude asymptotique combinée avec une étude de 'algébre des foréts dans
les petits degrés permet une étude plus fine des identités a rajouter.
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F1G. 19.2 — Nombre d’identités pouvant étre produites en multipliant une forét a
d arétes par une forét & n — 1 — d arétes, relativement au nombre total d’arbres.
Evaluation asymptotique pour n grand relativement a d

Nous avons vu qu’il était inutile de considérer les produits de la forme ey, Xf®, car
ils n’apportent rien de plus que les produits e; xf® (voir § 19.2.3). Plus généralement,
si A := U4A, est un ensemble minimal de foréts qui engendre par somme et produit
toutes les foréts non-connexes, il suffit de considérer les produits de la forme pr®,
ou p est un polyndéme de degré d dans A et f une forét a n — 1 — d arétes.

Soit g4 le rapport entre le nombre de foréts & n — 1 — d arétes et le nombre
d’arbres. Le produit |A4|.q; compte le nombre d’identités que 1'on peut obtenir
par les produits que nous venons de voir, relativement au nombre total d’arbres.
Comme les quasi-arbres engendrent toute I'algébre des foréts (proposition 12.2.10),
on peut majorer |Ay| par le nombre d’arbres a d arétes. En utilisant les évaluations
asymptotiques de la table 19.1 page précédente, on peut obtenir une majoration de
|Ag|.qa pour les petites valeurs de d (figure 19.2). On constate que |Ag4|.qq décroit
extrémement rapidement.

La majeure partie des identités va donc étre fournie en utilisant les générateurs
de A de petit degré d. D’aprés la remarque 12.2.10, dés que n est grand (n > 2d),
ces générateurs sont exactement les quasi-arbres

{ = 2 o SIrh SBEBRE )

Si on considére tous les générateurs de Ay, le quotient entre le nombre d’identités
et le nombre d’arbres est de 'ordre de 1,213800. Il faut donc que les identités soient
majoritairement libres. De plus, on sait qu’il faut prendre le générateur de degré 1
et celui de degré 2. Enfin, on peut tester si certaines combinaisons sont plausibles
(voir table 19.2 page suivante).
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Générateurs Série génératrice des degrés | Rapport | Plausible

]‘?Ot—molis z 0,57 non
oo, :>O} z+ 22 0,79 non
Hj>oo%>o$} PR 0,91 non

Arbres
o—o, j>o, O%o, M}} z 4 2% 4228 0,95 non
oo, 2>O, D%@;@i), 2%3} 24224225 + 24 0,98 non
oo, >3, 00,0 30, Z?/D} 2+ 22 + 228 + 22 1,01 oui
o—o, j>o, O%o, c/;o, 2%3, Z%% i\}o} z4 22+ 228+ 324 1,03 oul
oo, 0, 00, T 0, b | 24 2428 43504625 | 12 oui

TAB. 19.2 — Rapport entre nombre d’identités obtenues et nombre total d’identités
nécessaires pour que les arbres soient algébriquement reconstructibles, pour diffé-
rents choix de générateurs minimaux
Il s’agit d’une estimation asymptotique lorsque le nombre n de sommets est grand.
Si la proportion est strictement inférieure a 1, on ne peut pas engendrer tous les
arbres sur n sommets par des produits de ces générateurs minimaux et de foréts.
Le nombre de générateurs par degré est représenté par sa série génératrice. La série
2+ 2% 4 223 correspond & 1 générateur de degré 1, 1 de degré 2 et 2 de degré 3.
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Nous finissons cette section avec une seconde étude basée sur la condition 11.1.10,
semblable & celle que nous avons utilisée pour montrer qu’il existait des graphes
simples non-algébriquement reconstructibles. Le lemme suivant est ’équivalent du
lemme 18.2.2.

Lemme 19.3.1.

Les foréts algébriquement reconstructibles dans 'algébre des foréts sont engendrées
par les foréts quasi-connexes dont la composante connexe non triviale est de taille <
n.

Il faut donc évaluer, au degré d, le rapport entre le nombre d’identités de degré
d que ’on obtient par produit de foréts quasi-connexes dont la composante connexe
non triviale est de taille < n, et le nombre de foréts & d arétes sur n sommets.
Comme on sait que les foréts & moins de n — 1 arétes sont non-connexes et donc
algébriquement reconstructibles, on peut se contenter d’évaluer ce rapport pour
d =n — 1. Les foréts & n — 1 arétes sur n sommets sont exactement les arbres. On
obtient une expression trés simple pour ce ratio.

Proposition 19.3.2.

Soit r,, le rapport entre le nombre d’identités que [’on obtient par produit de foréts
quasi-connezxes dont la composante connexe est de taille < n et le nombre d’arbres
a n sommets. Alors

ot fq est le nombre de foréts a d arétes, et a, le nombre d’arbres @ n sommets.

Démonstration. Les foréts quasi-connexes dont la composante connexe est de taille <
n sont en bijection avec les arbres & strictement moins de n sommets. Les identités
de degré n — 1 obtenues par produit de telles foréts sont donc en bijection avec les
foréts & n — 1 arétes dont les composantes connexes sont de tailles < n (comme pour
les graphes simples, on identifie un produit d’arbres g, ..., g avec la forét réunion
sommet-disjointe de ces arbres). Ce sont exactement les foréts & n — 1 arétes qui ne
sont pas des arbres. Le nombre d’identités est donc simplement f, ;1 — a,. On en
déduit la valeur annoncée pour le rapport 7,. O

Nous pouvons utiliser les résultats du § 12.2.2 pour calculer et évaluer asymptoti-
quement ce ratio. Jusqu'a n = 250, il est strictement supérieur a 1 (voir figure A.10
page 268); au dela, il tend asymptotiquement par le haut vers une constante de
Pordre de 1.13. Cette deuxiéme étude confirme donc la premiére : il y a tout juste
suffisamment d’identités. Il faut donc que ces identités soient presque toutes linéai-
rement indépendantes pour que les arbres soient algébriquement reconstructibles.

19.4 Familles infinies d’arbres algébriquement re-
constructibles

Nous allons conclure ce chapitre en donnant certaines familles d’arbres qui sont
algébriquement reconstructibles. Nous commencons par les chemins pour lesquels
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on peut donner une démonstration particuliére, semblable a celle des cycles hamil-
toniens pairs. On appelle la longueur d’un chemin son nombre d’arétes.

Remarque 19.4.1: Les chemins sont algébriquement reconstructibles.

Démonstration. Soit g un chemin. On peut supposer qu’il est de longueur n — 1, car
sinon il posséde un sommet isolé et est donc algébriquement reconstructible.

Soient c; et co les deux couplages obtenus en prenant alternativement une aréte
sur deux du chemin. On considére leur produit x®x®2® dans l'algébre des foréts.
Soit ¢ un terme de ce produit. Comme les sommets de c; et co sont de degré inférieur
a 1, les sommets de t sont de degré inférieur a 2. De plus, t est connexe (sinon il
contient au moins un cycle ou une double aréte et a donc été éliminé par le produit).
Conclusion : t est le chemin de longueur n — 1, isomorphe au chemin de départ.

SR -6 () ()

O

®

Définition 19.4.2 (Pieuvre).

On appelle pieuvre un arbre dont au plus un sommet est de degré supérieur a 2 (voir
figure 19.3 page 253). On appelle ce sommet la téte. Dans le cas d’un chemin, la
téte peut étre nimporte lequel des sommets. On distingue deuz preuvres sur le méme
chemin mais dont la téte pointe sur des sommets différents.

On définit la i-reconstructibilité dans I'algébre des foréts de maniére analogue
a la i-reconstructibilité usuelle. La aussi, la i-reconstructibilité implique la recons-
tructibilité algébrique dans ’algébre des foréts, et donc dans l'algébre des inva-
riants. Cependant, on note qu’elle n’implique pas la -reconstructibilité dans 1’al-
gébre des invariants. Ainsi, le chemin de longueur 3 dont une extrémité est en 1
est i-reconstructible dans I’algébre des foréts, mais pas dans I’algébre des invariants
(testé informatiquement pour n = 5).

Théoréme 19.4.3.
Soit £ une pieuvre et i sa téte. Alors, t est i-reconstructible dans lalgebre des foréts.
Les pieuvres sont algébriquement reconstructibles.

Démonstration. Le principe est de détacher une des tentacules les plus longues de
la pieuvre et de la rattacher de toutes les fagons possibles (figures 19.3(b) et 19.3(c)
page 253). Nous verrons que cette opération préserve la i-reconstructibilité. Si la
tentacule est rattachée par une des deux extrémités, on retombe sur la pieuvre
d’origine. Sinon, la tentacule est remplacée par deux tentacules strictement plus
courtes. En réitérant 'opération, on obtient la pieuvre la plus simple, c’est-a-dire
I'étoile (figure 19.3(d) page 253). Nous avons vu au § 16.3 que cette derniére était
i-reconstructible, ce qui permettra de conclure.
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On associe a chaque pieuvre la liste décroissante des longueurs de ses tentacules.
Pour la pieuvre de la figure 19.3 page 253 cela donne successivement les listes

(5,5,5,4,3), (5,5,4,3,3,2), ..., (1,...,1).

On ordonne partiellement les pieuvres en comparant lexicographiquement ces listes.
De la sorte, & nombre d’arétes constant, le chemin pointé en une extrémité est la
plus grande pieuvre et I’étoile la plus petite. On raisonne par induction sur cet ordre.

Soit f une pieuvre et ¢ sa téte. Si f est une étoile, f est i-reconstructible d’aprés
le lemme 16.3.7. Sinon, on suppose que toutes les pieuvres plus petites sont -
reconstructibles. Soient t une tentacule de longueur maximale, et g la pieuvre obte-
nue en retirant t de f. Par induction, g est i-reconstructible.

Comme t est un chemin, t est algébriquement reconstructible. Donc xt® est un
polynome i-reconstructible. Soit ¢ la somme de tous les chemins de méme longueur
que t passant par 7. On va montrer que p est i-reconstructible. Si t est de longueur
[ =n—1, le polynome p coincide avec x*® et est donc directement i-reconstructible.
Sinon t a un sommet isolé, et on applique le lemme 16.3.3.

On considére maintenant le produit p = ¢x8¥ qui est i-reconstructible. Soit m
un terme de ce produit. Il est obtenu en rajoutant & g un chemin passant par i
de longueur [, sans créer de cycle ni de double aréte, car le produit se fait dans
I’algébre des foréts. Si le chemin touche i par une de ses deux extrémités, on obtient
une pieuvre isomorphe & g. Sinon, on obtient une pieuvre avec deux tentacules de
longueur strictement plus petite que [. Cette pieuvre est alors plus petite que g, et
donc i-reconstructible par induction. En conclusion, Xf;® s’obtient de £ en retirant

2
des polynoémes i-reconstructibles, et est donc ¢-reconstructible. O

Généralisations

L’utilisation de la i-reconstructibilité a permis de forcer le comportement du
produit en un sommet donné. La remarque suivante donne quelques arbres supplé-
mentaires que 'on obtient de maniére analogue.

Théoréme 19.4.4.
Les pieuvres auzquelles on a rajouté des étoiles touchant la téte par lextrémité d’une
branche (voir figure 19.4 page 254) sont i-reconstructibles

Démonstration. On commence par montrer qu’une étoile t pointée en une de ses
extrémités est i-reconstructible. Soit p := Xt? le polyndéme associé a t, invariant par
rapport aux permutations des sommets différents de i, et soit ¢ := xt® le polynéme
invariant associé a t. D’aprés le lemme 16.3.7, le polynéme ¢ est algébriquement
reconstructible et donc i-reconstructible. On obtient p a partir de g en retirant la
somme des étoiles isomorphes & t centrées sur i de g, et la somme des étoiles iso-
morphes & t ne passant pas par i. Comme ces deux quantités sont ¢-reconstructibles,
p est aussi i-reconstructible.

Le principe est ensuite le méme que pour les pieuvres, en raisonnant par ré-
currence sur le nombre d’étoiles (voir figure 19.4 page 254). Soit f une pieuvre, et
1 sa téte. Si f ne contient pas d’étoiles, f est une pieuvre et on applique le théo-
réme 19.4.3. Sinon, soit t une des étoiles de f et g 'arbre restant lorsque 1’on retire
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t (voir figure 19.4(b) page 254). Par récurrence, g a une étoile en moins et est donc
i-reconstructible. Si 'on multiplie le polynome x8¥ associé a g par le polynome
p = x*7 associé a t, on obtient le polynome x*? associé a f. On en déduit que ce
dernier est i-reconstructible. O

Corollaire 19.4.5.
Les arbres de diamétre inférieur 4 sont algébriquement reconstructibles.

Limites de la i-reconstructibilité

La notion de i-reconstructibilité est trés forte, méme dans le cadre de I'algébre
des foréts. Aussi, nous ne pensons pas qu’il soit possible d’étendre la méthode utilisée
pour les pieuvres et les pieuvres étoilées a d’autres familles substantielles d’arbres.
Par exemple, pour n > 6, la forét quasi-connexe suivante n’est pas i-reconstructible
lorsque ’on pointe 4 sur 'une quelconque de ses feuilles (sommets 3, 4 ou 6) :

=2
@ @ .
® ®

Pour vérifier ce fait, nous avons utilisé notre bibliothéque PerMuVAR pour calculer
efficacement dans 'algébre des foréts étiquetées quotientée par 'action du groupe

S,,—1 par permutation des sommets distincts de i. Pour chaque forét f quasi-connexe
sur les sommets {1,...,7—1,i4+1,...,n} nous avons considéré le polynéome py := xflc-*)
obtenu par symétrisation de f sur les sommets distincts de i et le polynome ¢ := xf®
obtenu par symétrisation de f sur les n sommets. Une forét g pointée au sommet n est
n-reconstructible si, et seulement si, le polynéme r := x8% obtenu par symétrisation
de g sur les sommets distincts de ¢ est dans ’algébre engendrée par ’ensemble des
polynomes pr et gr. Nous avons alors vérifié que, si n = 6, I'arbre g que nous avons
donné ci-dessus n’était pas i-reconstructible. On en déduit facilement qu’il n’est pas

-reconstructible pour n > 6.
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(a) Une pieuvre. Elle sourit car elle vient d’ap-
prendre qu’elle est algébriquement reconstruc-
tible. Elle ne connait pas encore les détails de

I’opération...

(d) Et au final, on
obtient une étoile
(de mer).

F1G. 19.3 — Reconstruction algébrique des pieuvres
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(c¢) Que l’on raccroche

Fic. 19.4 — Rajout d’étoiles a une pieuvre
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Conclusion et perspectives

Un des objectifs principaux de cette thése était d’évaluer la pertinence de 1'utili-
sation d’outils algébriques pour aborder le probléme de reconstruction de graphes;
le principe étant d’essayer de montrer que tous les polynémes invariants sont recons-
tructibles, probléme équivalent au probléme de reconstruction des graphes valués.

Pouzet [Pou77| avait introduit la notion de reconstructibilité algébrique d’un po-
lynéme, impliquant celle de reconstructibilité, en s’inspirant de la reconstructibilité
du polynéme caractéristique montrée par Tutte [Tut76, Tut79]. De fait, nous avons
montré qu’elle permet d’obtenir naturellement plusieurs résultats classiques de re-
construction (voir § 15). En particulier, les multigraphes non-connexes, le nombre de
cycles hamiltoniens, les nombres chromatique et cochromatique raffinés par taille,
ainsi que les parametres tels que « point arboricity », « linear point arboricity » ou
« k-point partition » sont algébriquement reconstructibles.

La reconstructibilité algébrique est préservée par de nombreuses opérations, sub-
stitution (proposition 16.2.1), dérivation (proposition 16.4.1), fractions dans certains
cas (proposition 16.5.1), et surtout passage au complémentaire (théoréme 16.6.2).
Si le polynome invariant x™® associé 4 un multigraphe m (et a fortiori un graphe
simple) est algébriquement reconstructible, alors le multigraphe m est lui-méme
reconstructible au sens usuel. Nous avons montré, par des calculs dans 'algébre
des invariants, que tous les graphes simples sont algébriquement reconstructibles
jusqu’a n = 6, et que les multigraphes sont algébriquement reconstructibles pour
n = 4 sommets (théoréme 17.1.1), et trés probablement aussi pour n = 5. De méme,
les arbres sont algébriquement reconstructibles jusqu’a n = 13 (corollaire 19.2.3), et
nous avons vérifié que, au dela, il y avait a prior: suffisamment d’identités. Enfin,
nous avons construit une famille infinie d’arbres algébriquement reconstructibles,
contenant tous les arbres de diamétre < 4. A I’exception de quelques exemples, nous
ne savons pas traiter les arbres de diamétre 5.

Au vu de ces résultats, il était plausible que tous les polynomes invariants soient
algébriquement reconstructibles. Cependant, nous avons montré, par un calcul de
dimension, qu’il existe des graphes simples sur 13 sommets et 17 arétes dont le
polyndéme invariant associé n’est pas algébriquement reconstructible, alors que ces
graphes sont reconstructibles. Nos résultats expérimentaux suggérent qu’il existe une
constante c telle que pour n < 13, et cxn < d < Ci —cxn, la plupart des graphes
simples a n sommets et d arétes, ne soient pas algébriquement reconstructibles.

Une approche est d’affaiblir la notion de reconstructibilité algébrique, par exemple
en rajoutant des axiomes de préservation par d’autres opérations que sommes et
produits. Il est illusoire de rajouter la préservation par fractions quelconques, car
une étude du corps des invariants (voir § 9.4) montre que tout polynoéme invariant
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s’exprime comme fraction de polynomes algébriquement reconstructibles. Toute la
difficulté est donc rejetée dans la propriété « algébriquement reconstructible —-
reconstructible ». De méme, la stabilité par racine quelconque serait un axiome trop
fort, car tout polynéme invariant vérifie une équation polynomiale & coefficients
algébriquement reconstructibles.

Une autre voie est d’étudier cette notion dans d’autres algébres, en particulier

dans

'algébre des graphes simples munie du produit d’union (algébre des sous-

graphes de Kocay [Koc82]). Il est cependant difficile d’étudier cette algébre, car elle
n’est pas graduée (voir § 18).

La figure 13.1 page 196 dresse un bilan des liens entre les différentes notions de
reconstructibilité.

Résumé des autres résultats de la thése

Partie I : Espace vectoriel des parties d’un ensemble

Nouvelle base de la représentation irréductible [n—k, k] du groupe symétrique ;
Les graphes simples sont essentiellement déterminés a 1'isomorphie prés par
leur partie réguliére ;

Une hypothése sur la matrice d’incidence des graphes étiquetés versus les foréts
a n—2 arétes, vérifice pour n < 6. Le cas non-étiqueté est traité jusqu’a n = 13
dans la partie III.

Pour tout n, les lignes de la matrice d’incidence des arbres étiquetés versus les
foréts & n — 2 arétes et un sommet isolé sont indépendantes ;

Partie II : Invariants algébriques de graphes

Calcul de la série de Hilbert de l’algébre des invariants sur les graphes jusqu’a
n = 12 en raffiné et n = 18 en non-raffiné;

L’algeébre des invariants sur les graphes n’est pas engendrée par les graphes
simples ;

L’algébre des invariants sur les digraphes n’est pas engendrée par les digraphes
simples (contre-exemple & un lemme de Grigoriev) ;

Proposition d’un nouveau systéme de paramétres pour [n-2,2|, de degrés cohé-
rents avec la série de Hilbert. Vérifié pour n < 5.

Calcul pour n = 5 de systémes partiels d’invariants secondaires et de systémes
générateurs minimaux jusqu’au degré 10. Cela semble suffisant pour donner un
systéme générateur minimal. On en déduirait la reconstructibilité algébrique
de tous les multigraphes & n = 5 sommets, et que les graphes valués dans
{0, 1,2} forment un systéme générateur. Mémes types de calculs partiels jus-
qu’a n = 8. On en déduit que tous les graphes simples & n = 6 sommets sont
algébriquement reconstructibles;

Calcul pour n = 5 de systémes partiels d’invariants secondaires et de systémes
générateurs minimaux jusqu’au degré 22 avec le produit de chaine. On en
déduit un systéme générateur (non minimal!) pour n = 5. Mémes types de
calculs partiels jusqu'a n = §;
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— Les multigraphes (resp. graphes simples, foréts) quasi-connexes sont des géné-
rateurs algébriquement indépendants de Palgébre des invariants (resp. graphes
simples, foréts) sur un nombre infini de sommets ;

— Systéme générateur partiel minimal jusqu’au degré n/2.

— Systéme générateur trés simple du corps des fractions invariantes. Contrai-
rement a ce qu'affirme Grigoriev |Gri79], ce n’est pas un systéme complet
d’invariants.

— Etude de la borne 3(n) sur les degrés d’un systéme générateur minimal de
I’algébre des invariants sur les graphes :

— B(n) < n! (groupe fini);

- B(n) < C%% —p(n), out la valeur de p(n) est parfaitement connue (représen-
tation par permutation et théoréme 11.4.1);

- B(n) < C2 + Céi ) —u(n)? (conjecture 11.3.1 sur les invariants primaires) ;

— B(n) <2C27? (probléme 11.2.6 : les multigraphes valués {0, 1,2} engendrent
l'algébre des invariants);
~ B(n) < C2 —17 (résultats expérimentaux pour n = 4, 5).

Bilan des Outils utilisés

Le théoréme de Kantor a été central dans cette thése. Méme s’il peut étre in-
terprété comme un avatar de la théorie des représentations, nous n’avons pas pu
vraiment exploiter cette derniére. Nous avons utilisé quelques notions de base de
géométrie algébrique; en particulier, les considérations de dimensions (dimension
de Krull, série de Hilbert/énumération de Polya) se sont révélées un outil efficace
pour éliminer d’office certaines hypothéses. Nos calculs effectifs sur 'algébre des in-
variants sont basés sur sa structure (graduation, décomposition de Hironaka) et les
algorithmes usuels associés, ainsi que sur quelques idées trés rudimentaires tirées
de I'étude des invariants de groupes de permutations wvia les algébres de Stanley-
Reisner [GS84]. Enfin, des propriétés élémentaires de théorie de Galois nous ont
permis d’extraire des informations sur le corps des fractions invariantes.
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Annexe A

Statistiques

Cette annexe contient des graphiques et des tables sur le nombre de graphes
non étiquetés, le nombre de secondaires nécessaires, etc. Le but des graphiques est
d’avoir rapidement des ordres de grandeurs sur la taille des problémes traités. Le
choix des échelles des graphiques a été délicat car les croissances sont trés rapides
et les variations trés grandes d’une famille d’objets a 'autre. Nous avons essayé de
réduire au maximum le nombre d’échelles différentes de facon a faciliter les com-
paraisons. En revanche, certains graphiques paraissent quelque peu tassés. Enfin,
certains graphiques ont été repris a deux échelles.

Toutes les valeurs numériques ont été calculées avec MuPAD et notre bibliothéque
PerMuVAR. Les tables complétes seront disponibles par ftp, et vous pouvez dés main-
tenant les demander par mél a 'auteur Nicolas.Thiery@jonas.univ-lyonl.fr.

267



A.1 Graphiques

A.1.1 Nombre de graphes non étiquetés

1e+07 ¢
1e+06 |
100000 |
g | / e
g 10000 |
[=2) L
(]
e ' N \
(]
5 1000 | AN
E i
=z

/e O\

100 / \ \
e AN

10 \

LA AN

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Nombre d’arétes (ou degré)

2 sommets —— 5 sommets —s— 8 sommets
3 sommets —— 6 sommets 9 sommets ——
4 sommets —— 7 sommets —— 10 sommets

Fic. A.1 — Nombre de graphes non étiquetés, par nombre de sommets et d’arétes
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A.1.2 Nombre de graphes et multigraphes non étiquetés

le+20

le+18

le+16

le+l14

le+12

le+10

1le+08

Nombre de graphes

1le+06

Tl AN
IR NN

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre d'arétes (ou degré)

2 sommets —— 5 sommets —s— 8 sommets ——
3 sommets —— 6 sommets —— 9 sommets
4 sommets —— 7 sommets —s— 10 sommets

Fic. A.2 — Nombre de graphes non étiquetés, par nombre de sommets et d’arétes

1le+20
le+18 / -
le+16

le+14
w*"".r
/ Wr,,.a**"

le+12

1le+10 /?

./-'!././r../-’I
MR B —
_— T—
P

Nombre de multigraphes

10000 %
100 % f;ﬁ

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre d’arétes (ou degré)

2 sommets —— 5 sommets —s— 8 sommets
3 sommets —— 6 sommets 9 sommets
4 sommets —— 7 sommets —— 10 sommets

Fic. A.3 — Nombre de multigraphes non étiquetés, par nombre de sommets et
d’arétes
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A.1.3 Nombre de secondaires

le+20 o

1e+18 /

R
7, -
p le+14 ://{ /—‘ ﬂ
§ le+12 / //
o
% 1e+10 ;{% ﬁwwwm%“%
% 1e+08 / ﬁf ﬁﬂ%‘%ﬁ%
% 1e+06 /é
A R S

10000 f/{r \
.

100 ﬁjx% \\\Y
1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre d’arétes (ou degré)

2 sommets —— 5 sommets —— 8 sommets —=—
3 sommets —— 6 sommets —— 9 sommets ——
4 sommets —— 7 sommets —s— 10 sommets ——

(a) Primaires : polynoémes symétriques + symétriques en les étoiles

1e+20 e

le+18 et M
A ,.-""“
w7

™
by

le+16
/v"
le+l4 /}ﬂ/ /

mwﬁw&mgmﬁw
8 / / - aseaee
g 1e+12 % r"’.) M
c
P
g 1le+10 =
g / fza‘ %?a’f
[
5 1e+08 R R Sy
Z 1e+06 i -
fff L x
/ ™,
10000 7
o — Y
100 X
1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre d’arétes (ou degré)

2 sommets —— 5 sommets —— 8 sommets

3 sommets —— 6 sommets —— 9 sommets —=—

4 sommets —— 7 sommets —s— 10 sommets ——

(b) Primaires : polynémes symétriques

F1G. A.4 — Nombre de secondaires, par nombre de sommets et d’arétes
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A.1.4 Nombre de secondaires irréductibles

1000

100 )Z/z

Lo S

Nombre de secondaires / secondaires irréductibles

-
1 H——H— ' -
0 5 10 15 20 25
Nombre d’arétes (ou degré)
4 sommets —+—
5 sommets —+—
6 sommets —+—
7 sommets —+—
4 sommets, secondaires irréductibles —8—
5 sommets, secondaires irréductibles —&—
6 sommets, secondaires irréductibles —&—
7 sommets, secondaires irréductibles —&—
(a) Produit classique
«» 1000
@
2
°c
p=}
©
2
o
‘c 100
; / - \S\E\
o
|5
(9}
[72]
@
<
5 /
S 10 %
Q
(]
172
(]
o
Q
e}
€ \
[s}
z 1 & S ;

0 5 10 15 20 25
Nombre d’'arétes (ou degré)

4 sommets —+—
5 sommets —+—
6 sommets —+—
7 sommets —+—
4 sommets, secondaires irréductibles —=—
5 sommets, secondaires irréductibles —&—
6 sommets, secondaires irréductibles —&—
7 sommets, secondaires irréductibles —=—

(b) Produit de chaines

F1G. A.5 — Nombre de secondaires irréductibles versus nombre total de secondaires
par nombre de sommets et d’arétes
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A.1.5 Nombre de générateurs dans un systéme minimal

1000

100 | /

Nombre de générateurs

0 5 10 15 20 25
Nombre d’arétes (ou degré)
2 sommets —+— 4 sommets —x— 6 sommets —&— 8 sommets —eo—
3 sommets —<— 5 sommets —&— 7 sommets —e—

FiGc. A.6 — Majoration fine du nombre de générateurs dans un systéme minimal de
générateurs, par nombre de sommets et d’arétes

272



A.1.6 Arbres et foréts

1e+08 ¢

le+07

1e+06 [

100000 |

10000 [

Nombre

~

1000 [

100

102 S

0 5 10 15 20 25
Nombre d’arétes

quasi-arbres —+— foréts —=—

Fic. A.7 — Nombre de foréts et d’arbres par nombre d’arétes, indépendamment du
nombre de sommets

e

& 1000005 /é?j.?j//

% 100005 %\/Z/Z/ / // :
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1: ) M/ii%o ‘/15 20 25

F1G. A.8 — Nombre de foréts par nombre de sommets et de composantes connexes

Nombre de sommets

1 composante connexe —+— 9 composantes connexes —4—
2 composantes connexes —x— 10 composantes connexes —<—
3 composantes connexes —*— 11 composantes connexes —v—
4 composantes connexes —&— 12 composantes connexes —<—
5 composantes connexes —&— 13 composantes connexes —e—
6 composantes connexes —e— 14 composantes connexes —e—
7 composantes connexes —e— 15 composantes connexes —e—
8 composantes connexes —2—

273



Nombre relatif de foréts
-
[6)]
fﬁ;ﬁ

T—

MoRESESSSESEEE=as
1 - N& S =R
WWW#—WM%H -
0.5
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nombre de sommets
foréts, 2 composantes connexes —+— foréts non connexes —&—
foréts, 2+3 composantes connexes —x— foréts, 2+3+3 composantes connexes —#—

foréts, 2+3+4 composantes connexes —x—

F1G. A.9 — Nombre de foréts relativement au nombre d’arbres, en fonction du nombre
de sommets et de composantes connexes
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15
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0 50 100 150 200 250

n: Nombre de sommets

f(x)

rapport +

Fic. A.10 — Rapport entre le nombre de foréts a d arétes et le nombre d’arbres a d
arétes

274



A.2 Tables de valeurs numériques

produit usuel

produit de chaines

arétes | graphes | multigraphes | sec. | sec. irréd. gén. min. sec. | sec. irréd. gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1 0 1 2
2 1 2 0 1 1 0 1 2
3 1 3 0 1 1 0 1 2
4 0 4 0 0 0 0 0 0
5 0 5 0 0 0 0 0 0
6 0 7 0 0 0 0 0 0
7 0 8 0 0 0 0 0 0
8 0 10 0 0 0 0 0 0
9 0 12 0 0 0 0 0 0
10 0 14 0 0 0 0 0 0
11 0 16 0 0 0 0 0 0
12 0 19 0 0 0 0 0 0
13 0 21 0 0 0 0 0 0
14 0 24 0 0 0 0 0 0
15 0 27 0 0 0 0 0 0
16 0 30 0 0 0 0 0 0
17 0 33 0 0 0 0 0 0
18 0 37 0 0 0 0 0 0
19 0 40 0 0 0 0 0 0
20 0 44 0 0 0 0 0 0
21 0 48 0 0 0 0 0 0
22 0 52 0 0 0 0 0 0
23 0 56 0 0 0 0 0 0
24 0 61 0 0 0 0 0 0
25 0 65 0 0 0 0 0 0
26 0 70 0 0 0 0 0 0
27 0 75 0 0 0 0 0 0
28 0 80 0 0 0 0 0 0
29 0 85 0 0 0 0 0 0
30 0 91 0 0 0 0 0 0

TAB. A.1 — Statistiques sur I'algébre des invariants sur les graphes

a 3 sommets

produit usuel

produit de chaines

arétes | graphes | multigraphes | sec. | sec.irréd. | gén. min. | sec. | sec.irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 1
2 2 3 0 0 2 1 1 2
3 3 6 1 1 3 2 2 3
4 2 11 1 1 2 2 2 3
5 1 18 1 1 1 2 2 3
6 1 32 1 0 0 4 3 4
7 0 48 0 0 0 3 2 2
8 0 75 0 0 0 3 1 1
9 0 111 1 0 0 4 1 1
10 0 160 0 0 0 2 0 0
11 0 224 0 0 0 2 0 0
12 0 313 0 0 0 2 0 0
13 0 420 0 0 0 1 0 0
14 0 562 0 0 0 0 0 0
15 0 738 0 0 0 1 0 0
16 0 956 0 0 0 0 0 0
17 0 1221 0 0 0 0 0 0
18 0 1 550 0 0 0 0 0 0
19 0 1936 0 0 0 0 0 0
20 0 2 405 0 0 0 0 0 0
21 0 2 958 0 0 0 0 0 0
22 0 3 609 0 0 0 0 0 0
23 0 4 368 0 0 0 0 0 0
24 0 5 260 0 0 0 0 0 0
25 0 6 279 0 0 0 0 0 0
26 0 7 462 0 0 0 0 0 0
27 0 8 814 0 0 0 0 0 0
28 0 10 356 0 0 0 0 0 0
29 0 12 104 0 0 0 0 0 0
30 0 14 093 0 0 0 0 0 0

TAB. A.2 — Statistiques sur l'algébre des invariants sur les graphes
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produit usuel produit de chaines

arétes | graphes | multigraphes | sec. | sec. irréd. | gén. min. sec. sec. irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 1
2 2 3 0 0 2 1 1 2
3 4 7 2 2 4 3 3 4
4 6 17 5 5 7 7 7 8
5 6 35 8 8 10 12 11 12
6 6 76 15 12 13 25 21 22
7 4 149 23 13 13 42 31 32
8 2 291 33 4 4 74 45 46
9 1 539 46 2 2 119 63 64
10 1 974 61 0 0 186 87 88
11 0 1 691 72 ? ? 272 107 107
12 0 2 874 83 ? ? 393 134 134
13 0 4 730 86 ? ? 533 151 151
14 0 7 620 79 ? ? 706 160 160
15 0 11 986 72 ? ? 905 166 166
16 0 18 485 54 ? ?7 | 1115 158 158
17 0 27 944 36 ? ? 1332 141 141
18 0 41 550 22 ? ? 1 550 112 112
19 0 60 744 13 ? 7| 1743 87 87
20 0 87 527 6 ? ? | 1907 71 71
21 0 124 338 2 ? 7| 2027 43 43
22 0 174 403 1 ? ? 2 088 ? ?
23 0 241 650 0 0 0 | 2097 ? ?
24 0 331 153 0 0 0| 2045 ? ?
25 0 448 987 0 0 0 1935 ? ?
26 0 602 853 0 0 0| 1775 ? ?
27 0 801 943 0 0 0 | 1588 ? ?
28 0 1 057 615 0 0 0| 1367 ? ?
29 0 1 383 343 0 0 0| 1145 ? ?
30 0 1795 578 0 0 0 927 ? ?

TAB. A.3 — Statistiques sur l'algébre des invariants sur les

graphes a 5 sommets

produit usuel produit de chaines

arétes | graphes | multigraphes sec. sec. irréd. | gén. min. sec. sec. irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 1
2 2 3 0 0 2 1 ? ?
3 5 8 3 3 5 4 ? ?
4 9 21 8 8 10 10 ? ?
5 15 52 19 19 21 24 ? ?
6 21 132 45 39 41 60 ? ?
7 24 313 97 73 74 133 ? ?
8 24 741 213 120 121 305 ? ?
9 21 1684 440 161 162 654 ? ?
10 15 3711 858 ? ? 1 346 ? ?
11 9 7 895 1 590 ? ? 2 653 ? ?
12 5 16 310 2 834 ? ? 5 068 ? ?
13 2 32 604 4794 ? ? 9 271 ? ?
14 1 63 363 7 784 ? ? 16 443 ? ?
15 1 119 745 12 157 ? ? 28 221 ? ?
16 0 220 546 18 244 ? ? 46 996 ? ?
17 0 396 428 26 422 ? ? 76 104 ? ?
18 0 696 750 37 002 ? ? 120 137 ? ?
19 0 1198 812 50 142 ? ? 184 979 ? ?
20 0 2 022 503 65 905 ? ? 278 513 ? ?
21 0 3 349 574 84 095 ? ? 410 392 ? ?
22 0 5 452 496 104 277 ? ? 592 669 ? ?
23 0 8 732932 | 125 830 ? ? 839 756 ? ?
24 0 13 776 366 | 147 862 ? ?7 | 1168 725 ? ?
25 0 21 423 968 169 274 ? ? 1 598 808 ? ?
26 0 32 872 642 | 188 932 ? ?7 | 2151996 ? ?
27 0 49 804 323 | 205 729 ? ? | 2851901 ? ?
28 0 74 560 913 | 218 549 ? 7 | 3723 698 ? ?
29 0 110 369 469 | 226 608 ? ? | 4793 155 ? ?
30 0 161 639 227 | 229 372 ? ? | 6085 985 ? ?

TAB. A.4 — Statistiques sur 'algébre des invariants sur les graphes a 6 sommets
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produit usuel

produit de chaines

arétes | graphes multigraphes sec. sec. irréd. | gén. min. sec. sec. irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 1
2 2 3 0 0 2 1 ? ?
3 5 8 3 3 5 4 ? ?
4 10 22 9 9 11 11 ? ?
5 21 60 26 26 28 31 ? ?
6 41 173 76 70 72 92 ? ?
7 65 471 197 170 172 242 ? ?
8 97 1 303 536 413 414 668 ? ?
9 131 3510 1 399 ? ? 1761 ? ?
10 148 9 234 3 494 ? ? 4 489 ? ?
11 148 23 574 8 375 ? ? 11 025 ? ?
12 131 58 464 19 328 ? ? 26 186 ? ?
13 97 140 340 42 680 ? ? 59 777 ? ?
14 65 326 792 90 761 ? ? 131 966 ? ?
15 41 738 090 185 853 ? ? 281 486 ? ?
16 21 1619 321 367 213 ? ? 581 500 ? ?
17 10 3 455 129 701 621 ? ? 1165 353 ? ?
18 5 7 180 856 1299 107 ? ? 2 270 139 ? ?
19 2 14 555 856 2 334 525 ? ? 4 304 634 ? ?
20 1 28 819 926 4 079 931 ? ? 7 960 281 ? ?
21 1 55 808 840 6 944 813 ? ? 14 375 488 ? ?
22 0 105 834 657 11 531 367 ? ? 25 389 407 ? ?
23 0 196 779 279 18 703 466 ? ? 43 911 084 ? ?
24 0 359 124 362 29 671 980 ? ? 74 459 442 ? ?
25 0 643 976 482 46 094 069 ? ? 123 924 063 ? ?
26 0 | 1135731758 70 193 957 ? ? 202 645 284 ? ?
27 0 | 1971734 302 | 104 889 612 ? ? 325 884 200 ? ?
28 0 | 3372477533 | 153 934 933 ? ? 515 840 247 ? ?
29 0 | 5687370 342 | 222 062 542 ? ? 804 336 466 ? ?
30 0 | 9463392974 | 315 123 121 ? 7 | 1236 384 289 ? ?

TAB. A.5 — Statistiques sur 'algébre des invariants sur les graphes a 7 sommets

produit usuel produit de chaines

arétes | graphes multigraphes sec. sec. irréd. | gén. min. sec. sec. irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 1
2 2 3 0 0 2 1 ? ?
3 5 8 3 ? ? 4 ? ?
4 11 23 10 ? ? 12 ? ?
5 24 64 29 ? ? 34 ? ?
6 56 197 94 ? ? 111 ? ?
7 115 588 282 ? ? 331 ? ?
8 221 1 806 874 ? ? 1 030 ? ?
9 402 5 509 2 668 ? ? 3 141 ? ?
10 663 16 677 7 969 ? ? 9 434 ? ?
11 980 49 505 23 056 ? ? 27 539 ? ?
12 1312 143 761 64 680 ? ? 78 230 ? ?
13 1 557 406 091 174 889 ? ? 214 827 ? ?
14 1 646 1114 890 456 464 ? ? 571 132 ? ?
15 1 557 2 970 964 1149 515 ? ? 1 468 457 ? ?
16 1312 7 685 972 2 795 984 ? ? 3 655 108 ? ?
17 980 19 311 709 6 576 066 ? ? 8 815 144 ? ?
18 663 47 170 674 14 979 117 ? ? 20 628 384 ? ?
19 402 112 123 118 33 091 351 ? ? 46 898 775 ? ?
20 221 259 662 333 71 013 194 ? ? 103 743 726 ? ?
21 115 586 583 731 148 251 796 ? ? 223 593 436 ? ?
22 56 1 294 143 065 301 525 768 ? ? 470 162 410 ? ?
23 24 2791 716 176 598 276 014 ? ? 965 794 716 ? ?
24 11 5 895 027 869 1 159 555 108 ? ? 1 940 454 188 ? ?
25 5 12 198 014 683 2 197 930 824 ? ? 3 817 680 885 ? ?
26 2 24 758 285 639 4 079 050 631 ? ? 7 362 785 565 ? ?
27 1 49 339 306 519 7 419 618 766 ? ?7 | 13 933 696 935 ? ?
28 1 96 626 207 776 | 13 240 566 720 ? 7 | 25 898 823 662 ? ?
29 0 | 186 118 717 992 | 23 202 229 936 ? ? | 47 321 948 629 ? ?
30 0 | 352873 805078 | 39 959 534 441 ? ? | 85068 470 361 ? ?

TAB. A.6 — Statistiques sur l'algébre des invariants sur les graphes
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produit usuel

produit de chaines

arétes | graphes multigraphes sec. sec. irréd. | gén. min. sec. sec. irréd. | gén. min.

0 1 1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 1

2 2 3 0 0 0 1 ? ?

3 5 8 3 ? ? 4 ? ?

4 11 23 10 ? ? 12 ? ?

5 25 65 30 ? ? 35 ? ?

6 63 206 102 ? ? 119 ? ?

7 148 645 328 ? ? 378 ? ?

8 345 2121 1114 ? ? 1279 ? ?

9 771 7 042 3772 ? ? 4 302 ? ?

10 1637 23 615 12 756 ? ? 14 525 ? ?

11 3 252 78 845 42 477 ? ? 48 417 ? ?

12 5 995 260 526 138 722 ? ? 158 775 ? ?

13 10 120 844 911 440 797 ? ? 507 866 ? ?

14 15 615 2 679 422 1 360 514 ? ? 1 581 669 ? ?

15 21 933 8 280 672 4 068 874 ? ? 4 782 066 ? ?

16 27 987 24 900 625 11 784 342 ? ? 14 026 394 ? ?

17 32 403 72 797 692 33 049 942 ? ? 39 900 468 ? ?

18 34 040 206 906 004 89 811 583 ? ? 110 131 229 ? ?

19 32 403 571 913 238 236 672 534 ? ? 295 148 822 ? ?

20 27 987 1 538 467 541 605 465 553 ? ? 768 771 696 ? ?

21 21 933 4 031 036 974 1 505 420 147 ? ? 1 948 228 994 ? ?

22 15 615 10 297 548 027 3 642 323 428 ? ? 4 809 097 617 ? ?

23 10 120 25 672 985 025 8 585 671 228 ? ? 11 576 125 688 ? ?

24 5 995 62 529 921 261 19 740 526 222 ? ? 27 203 831 574 ? ?

25 3 252 148 938 107 490 44 322 724 592 ? ? 62 479 706 231 ? ?

26 1637 347 261 349 130 97 286 231 187 ? ? 140 393 512 348 ? ?

27 771 793 322 686 367 208 969 695 127 ? ? 308 950 704 183 ? ?

28 345 | 1777 372 222 672 439 691 574 207 ? ? 666 466 463 847 ? ?

29 148 | 3 908 544 447 069 907 084 055 778 ? 7 | 1410 601 530 857 ? ?

30 63 | 8443 326 985 730 | 1 836 368 666 381 ? 7 | 2931 806 223 972 ? ?

TAB. A.7 — Statistiques sur 'algébre des invariants sur les graphes a 9 sommets
produit usuel produit de chaines

arétes graphes multigraphes sec. sec. irréd. | gén. min. sec. sec. irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0 0
2 2 3 0 0 0 1 ? ?
3 5 8 3 ? ? 4 ? ?
4 11 23 10 ? ? 12 ? ?
5 26 66 31 ? ? 36 ? ?
6 66 210 105 ? ? 122 ? ?
7 165 671 348 ? ? 399 ? ?
8 428 2 283 1242 ? ? 1411 ? ?
9 1103 7 964 4 481 ? ? 5 036 ? ?
10 2 769 28 494 16 395 ? ? 18 321 ? ?
11 6 759 103 220 60 168 ? ? 66 995 ? ?
12 15 772 375 543 219 851 ? ? 244 565 ? ?
13 34 663 1 358 128 791 681 ? ? 881 857 ? ?
14 71 318 4 851 060 2796 717 ? ? 3 126 021 ? ?
15 136 433 17 015 285 9 645 441 ? ? 10 836 865 ? ?
16 241 577 58 389 489 32 388 909 ? ? 36 634 304 ? ?
17 395 166 195 533 148 105 713 036 ? ? 120 532 342 ? ?
18 596 191 638 081 578 335 115 535 ? ? 385 620 071 ? ?
19 828 728 2 027 677 587 1 031 623 309 ? ? 1199 288 770 ? ?
20 | 1061 159 6 273 874 644 3 084 922 767 ? ? 3 626 486 543 ? ?
21 | 1251 389 18 905 818 588 8 966 417 748 ? ? 10 667 498 732 ? ?
22 | 1358 852 55 513 798 559 25 350 467 725 ? ? 30 546 624 596 ? ?
23 | 1358 852 158 944 901 223 69 780 399 857 ? ? 85 221 649 641 ? ?
24 | 1251 389 444 090 638 818 187 187 255 080 ? ? 231 854 766 267 ? ?
25 | 1061 159 1 211 822 681 944 489 822 553 839 ? ? 615 697 711 511 ? ?
26 828 728 3 232 382 023 589 1 251 540 560 744 ? ? 1 597 397 244 746 ? ?
27 596 191 8 435 230 596 037 3 125 436 196 076 ? ? 4 052 796 172 946 ? ?
28 395 166 21 554 157 159 726 7 635 535 636 228 ? ? | 10 064 335 512 507 ? ?
29 241 577 53 973 976 737 571 | 18 265 009 834 753 ? 7 | 24 483 993 035 656 ? ?
30 136 433 | 132 557 504 385 361 | 42 817 718 791 830 ? 7 | 58 399 482 976 674 ? ?

TAB. A.8 — Statistiques sur l'algébre des invariants sur les graphes a 10 sommets
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produit usuel

produit de chaines

arétes graphes multigraphes sec. | sec.irréd. | gén. min. | sec. | sec.irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1
2 3 0 ? ? ? ? ? ?
3 8 3 ? ? ? ? ? ?
4 23 10 ? ? ? ? ? ?
5 66 31 ? ? ? ? ? ?
6 211 106 ? ? ? ? ? ?
7 680 356 ? ? ? ? ? ?
8 2 347 1295 ? ? ? ? ? ?
9 8 392 4 827 ? ? ? ? ? ?
10 31 153 18 499 ? ? ? ? ? ?
11 118 662 72 106 ? ? ? ? ? ?
12 460 621 284 261 ? ? ? ? ? ?
13 1 802 421 1 120 642 ? ? ? ? ? ?
14 7 053 679 4 388 899 ? ? ? ? ? ?
15 27 396 123 16 958 963 ? ? ? ? ? ?
16 104 991 688 64 339 399 ? ? ? ? ? ?
17 395 243 518 238 T76 414 ? ? ? ? ? ?
18 1 457 002 920 864 753 689 ? ? ? ? ? ?
19 5 248 431 818 3 051 527 870 ? ? ? ? ? ?
20 18 451 338 205 10 484 038 916 ? ? ? ? ? ?
21 63 267 199 041 35 060 174 058 ? ? ? ? ? ?
22 211 546 181 264 114 137 779 036 ? ? ? ? ? ?
23 689 877 613 525 361 863 517 031 ? ? ? ? ? ?
24 2 195 041 381 401 1117 914 965 031 ? ? ? ? ? ?
25 6 817 846 303 141 3 367 595 543 685 ? ? ? ? ? ?
26 20 685 162 738 521 9 899 367 122 108 ? ? ? ? ? ?
27 61 344 769 628 932 28 419 503 469 233 ? ? ? ? ? ?
28 177 957 673 667 963 79 744 067 043 342 ? ? ? ? ? ?
29 505 353 870 932 825 | 218 878 652 050 646 ? ? ? ? ? ?
30 | 1405829 417 329 895 | 588 133 719 494 113 ? ? ? ? ? ?

TAB. A.9 - Statistiques sur l'algébre des invariants sur les graphes a 11 sommets

produit usuel

produit de chaines

arétes graphes multigraphes sec. | sec.irréd. | gén. min. | sec. | sec.irréd. | gén. min.
0 1 1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0 0 1
2 3 0 ? ? ? ? ? ?
3 8 3 ? ? ? ? ? ?
4 23 10 ? ? ? ? ? ?
5 66 31 ? ? ? ? ? ?
6 212 107 ? ? ? ? ? ?
7 684 359 ? ? ? ? ? ?
8 2374 1316 ? ? ? ? ? ?
9 8 574 4974 ? ? ? ? ? ?
10 32 380 19 491 ? ? ? ? ? ?
11 126 643 78 503 ? ? ? ? ? ?
12 510 517 323 761 ? ? ? ? ? ?
13 2 100 956 1 353 587 ? ? ? ? ? ?
14 8 759 231 5 697 927 ? ? ? ? ? ?
15 36 687 382 23 959 461 ? ? ? ? ? ?
16 153 270 352 99 990 897 ? ? ? ? ? ?
17 634 767 848 411 896 689 ? ? ? ? ? ?
18 2 593 453 320 1667 779 522 ? ? ? ? ? ?
19 10 414 568 349 6 616 909 244 ? ? ? ? ? ?
20 40 996 981 328 25 668 723 237 ? ? ? ? ? ?
21 157 916 042 319 97 225 986 492 ? ? ? ? ? ?
22 594 531 003 482 359 292 327 439 ? ? ? ? ? ?
23 2 186 405 971 716 1294 957 466 080 ? ? ? ? ? ?
24 7 852 313 265 055 4 552 028 340 356 ? ? ? ? ? ?
25 27 542 317 199 300 15 609 918 200 602 ? ? ? ? ? ?
26 94 374 228 014 298 52 242 083 344 872 ? ? ? ? ? ?
27 316 033 022 744 176 170 723 242 755 156 ? ? ? ? ? ?
28 1034 798 774 393 935 545 102 332 009 525 ? ? ? ? ? ?
29 3 314 892 808 309 447 | 1 701 600 248 317 375 ? ? ? ? ? ?
30 | 10 395 266 115 901 992 | 5 196 640 442 534 973 ? ? ? ? ? ?

TAB. A.10 — Statistiques sur 'algébre des invariants sur les graphes
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My, q : Dimension de la composante homogéne de degré d de Palgébre des invariants sur n sommets (i.e. nombre de multigraphes non étiquetés a n sommets et d arétes)

n\d | 0|1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
31111 2 3
41111 3 6 11 18 32
51111 3 7 17 35 76 149 291 539 974
6|11 3 8 21 52 132 313 741 | 1684 3711 7895 16310 32604 63363 119745
T11|1 3 8 22 60 173 471 | 1303 | 3510 9234 23574 58464 140340 326792 738090 1619321 3455129 7180856 14555856 28819926
8|1 1 3 8 23 64 197 588 | 1806 | 5509 | 16677 49505 | 143761 406091 1114890 2970964 7685972 19311709 47170674 112123118 259662333
9|11 3 8 23 65 206 645 | 2121 | 7042 | 23615 78845 | 260526 844911 2679422 8280672 24900625 72797692 206906004 571913238 1538467541
1011 3 8 23 66 210 671 | 2283 | 7964 | 28494 | 103220 | 375543 | 1358128 4851060 | 17015285 58389489 195533148 638081578 2027677587 6273874644
11 |1 |1 3 8 23 66 211 680 | 2347 | 8392 | 31153 | 118662 | 460621 | 1802421 7053679 | 27396123 | 104991688 395243518 | 1457002920 5248431818 18451338205
12 |1 |1 3 8 23 66 212 684 | 2374 | 8574 | 32380 | 126643 | 510517 | 2100956 8759231 | 36687382 | 153270352 634767848 | 2593453320 | 10414568349 40996981328
13 |11 3 8 23 66 212 685 | 2383 | 8640 | 32862 | 130101 | 534585 | 2262738 9806336 | 43185448 | 191866801 854072028 | 3786041295 | 16628259281 72061201563
14 |1 ]1 3 8 23 66 212 686 | 2387 | 8667 | 33051 | 131475 | 544733 | 2336972 | 10337474 | 46870463 | 216513479 | 1012472046 | 4762923216 | 22408475683 | 104895265170
15 |1 1 3 8 23 66 212 686 | 2388 | 8676 | 33118 | 131977 | 548592 | 2366896 | 10568563 | 48625631 | 229504968 | 1105569954 | 5406307498 | 26687837080 | 132271197561
16 |11 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8680 | 33145 | 132168 | 550025 | 2378128 | 10658921 | 49356177 | 235357470 | 1151511724 | 5757021559 | 29279157755 | 150754030065
17 11 |1 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8681 | 33154 | 132235 | 550534 | 2382146 | 10691797 | 49631881 | 237690821 | 1171163995 | 5919927877 | 30597607768 | 161117575784
18 1|1 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8682 | 33158 | 132262 | 550726 | 2383599 | 10703477 | 49730320 | 238546300 | 1178706266 | 5986424739 | 31177136505 | 166067982291
fn,d : Majoration de la dimension de la composante homogéne de degré d de la sous-algébre des invariants algébriquement reconstructibles sur n sommets
31111 1 1
411 1 3 6 13 24 49
51111 3 9 23 53 132 300 693 | 1556 3465
6|11 3 8 25 66 184 473 | 1235 | 3125 7903 19665 48747 119488 291220 703873
7111 3 8 23 68 211 615 | 1793 | 5063 | 14094 38637 | 105192 284235 765170 2050791 5476151 14559495 38542503 101559848 266405628
8|11 3 8 23 64 208 659 | 2148 | 6820 | 21232 64418 | 191905 562195 1630385 4696321 13487841 38692508 110988456 318280722 911931816
91111 3 8 23 66 208 672 | 2315 | 8043 | 27831 94388 | 313094 | 1013988 3216692 | 10027536 30857639 94146149 285995951 867982046 2638229159
1011 3 8 23 66 212 679 | 2354 | 8481 | 31435 | 116773 | 429319 | 1546471 5445058 | 18727305 63029485 208146983 676870619 2176071351 6945618108
11 |1 ]1 3 8 23 66 212 689 | 2389 | 8646 | 32786 | 128040 | 506713 | 1997445 7765830 | 29592619 | 110250886 401399245 | 1429561645 4989855949 17114930289
12 | 1|1 3 8 23 66 212 686 | 2398 | 8707 | 33157 | 131544 | 539854 | 2255709 9465419 | 39419043 | 161690096 650264482 | 2558505972 9842337554 37035819086
13111 3 8 23 66 212 686 | 2387 | 8694 | 33220 | 132341 | 549168 | 2354652 | 10328023 | 45761910 | 202573892 888194378 | 3834762409 | 16244231053 67381727478
14 |1 ]1 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8674 | 33162 | 132368 | 550960 | 2380063 | 10626275 | 48634982 | 225968278 | 1055116567 | 4908542291 | 22599804299 | 102499043791
15 111 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8682 | 33137 | 132213 | 550808 | 2384200 | 10697216 | 49542845 | 235520124 | 1140480638 | 5578060030 | 27332664416 | 133254612592
16 |11 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8682 | 33166 | 132244 | 550668 | 2384126 | 10708860 | 49748733 | 238314598 | 1172198421 | 5886565136 | 29974758188 | 153663976288
17 | 1] 1 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8682 | 33160 | 132299 | 550831 | 2384138 | 10709060 | 49779911 | 238909723 | 1180817144 | 5991610494 | 31079831538 | 163937847447
18 |11 3 8 23 66 212 686 | 2389 | 8682 | 33160 | 132275 | 550897 | 2384582 | 10709842 | 49782124 | 238995702 | 1182549517 | 6018292920 | 31427227266 | 167867172493
Majoration f, 4/mp 4 du rapport de ces deux dimensions
31IT]1710,570,33
41111 1 1 1,18 | 1,33 | 1,53
51111 111,29 | 1,35 | 1,51 | 1,74 | 2,01 | 2,38 | 2,89 3,56
6111 1 11,19 | 1,27 | 1,39 | 1,51 | 1,67 | 1,86 | 2,13 2,49 2,99 3,66 4,60 5,88
7111 1 1 1,05 | 1,13 | 1,22 | 1,31 1,38 1,44 1,53 1,64 1,80 2,03 2,34 2,78 3,38 4,21 5,37 6,98 9,24
8111 1 1 1 1| 1,06 | 1,12 | 1,19 | 1,24 | 1,27 1,30 1,33 1,38 1,46 1,58 1,75 2,00 2,35 2,84 3,51
91111 1 1 1| 1,02 | 1,01 | 1,04 | 1,09 | 1,14 1,18 1,20 1,20 1,20 1,20 1,21 1,24 1,29 1,38 1,52 1,71
10 | 1|1 1 1 1 1 1,01 | 1,01 1,03 1,06 1,10 1,13 1,14 1,14 1,12 1,10 1,08 1,06 1,06 1,07 1,11
11 | 1|1 1 1 1 1 1,00 | 1,01 1,02 1,03 1,05 1,08 1,10 1,11 1,10 1,08 1,05 1,02 0,98 0,95 0,93
12 |1 |1 1 1 1 1 1| 1,00 | 1,01 | 1,02 1,02 1,04 1,06 1,07 1,08 1,07 1,05 1,02 0,99 0,95 0,90
1311 1 1 1 1 1| 1,00 | 1,00 | 1,01 | 1,01 1,02 1,03 1,04 1,05 1,06 1,06 1,04 1,01 0,98 0,94
14 | 1|1 1 1 1 1 1 1 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01 1,02 1,03 1,04 1,04 1,04 1,03 1,01 0,98
5|11 1 1 1 1 1 1 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01 1,02 1,03 1,03 1,03 1,02 1,01
16 |11 1 1 1 1 1 1 1| 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01 1,02 1,02 1,02 1,02
17111 1 1 1 1 1 1 1 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01 1,01 1,02 1,02
18|11 1 1 1 1 1 1 1 1 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,01 1,01 1,01

TAB. A.11 — Comparaison de la dimension de
Voir § 18.1. Noter que pour n =11 et d = 18, le

I’algébre des invariants et de sa
rapport est < 1.

sous-algébre des polynomes alg. reconstructibles
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A.2.1 Arbres et foréts

arétes

nombre d’arbres

nombre de foréts

©CONO U WN -~ O

106

235

551

1 301

3 159

7741

19 320

48 629

123 867

317 955

823 065

2 144 505

5 623 756

14 828 074

39 299 897

104 636 890

279 793 450

751 065 460

2 023 443 032

5 469 566 585

14 830 871 802

40 330 829 030

109 972 410 221

300 628 862 480

823 779 631 721

2 262 366 343 746

6 226 306 037 178

17 169 677 490 714

47 436 313 524 262

131 290 543 779 126

363 990 257 783 343

1 010 748 076 717 151

2 810 986 483 493 475

7 828 986 221 515 605

21 835 027 912 963 086

60 978 390 985 918 906

170 508 699 155 987 862

477 355 090 753 926 460

1 337 946 100 045 842 285

3 754 194 185 716 399 992

10 545 233 702 911 509 534

29 650 945 107 763 261 531

83 453 838 443 384 019 701

235 105 687 101 888 719 584

662 938 933 002 209 627 441

1 870 953 015 095 482 429 652

5 284 664 207 525 664 213 829

14 939 085 337 180 746 355 566

42 263 974 955 306 727 781 419

119 658 805 094 937 105 691 820
339 028 211 512 423 891 688 777
961 243 233 639 785 344 919 176

2 727 262 741 095 797 582 221 596
7 742 965 484 889 942 077 995 284
21 997 089 323 359 313 345 245 965
62 530 511 740 700 762 556 497 214
177 860 429 663 307 725 889 568 506
506 196 780 047 997 923 896 917 090
1 441 466 514 390 993 079 627 089 660
4 107 027 983 726 675 748 574 105 451
11 707 975 085 109 065 447 981 840 723
33 393 376 702 424 236 289 672 201 975

341

768

1765

4134

9 838

23 766

58 226

144 353

361 899

916 152

2 339 912

6 023 447

15 617 254

40 752 401

106 967 331

282 267 774

748 500 921

1993 727 506

5 332 497 586

14 316 894 271

38 574 473 086

104 273 776 038

282 733 466 684

768 809 041 078

2096 137 922 913

5 729 403 824 857

15 697 191 330 365

43 102 035 058 770

118 599 374 289 394

326 983 459 233 040

903 195 870 237 963

2 499 242 925 004 047

6 927 335 230 052 545

19 231 753 576 007 353

53 472 795 340 610 602

148 893 919 901 693 396

415 166 235 705 396 109

1 159 153 508 234 805 894

3 240 473 073 102 744 397

9 069 862 918 722 020 474

25 415 325 709 128 110 892

71 297 199 131 570 944 647

200 221 881 516 280 122 786

562 852 367 663 655 847 577

1 583 813 463 472 884 696 992

4 460 913 611 897 659 396 844

12 575 881 532 608 402 667 109

35 484 063 424 740 148 197 460

100 206 241 242 125 399 259 317
283 210 712 652 312 375 949 285
801 061 218 867 168 150 017 270

2 267 520 089 293 057 725 881 695

6 423 250 491 755 112 708 054 538
18 208 169 157 713 063 193 533 728
51 650 597 339 336 303 414 196 027
146 613 004 364 397 005 716 783 499
416 436 314 802 886 535 615 823 190
1183 572 752 091 431 862 808 326 740
3 365 916 128 500 877 245 524 953 305
9 577 797 933 035 566 348 202 804 136
27 269 334 090 518 047 927 212 445 373
77 682 401 555 972 460 263 199 272 753

TaAB. A.13 — Nombre de foréts, nombre d’arbres et rapport entre ces deux nombres,

par nombre d d’arétes, indépendamment du nombre de sommets
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Annexe B

Liste des logiciels utilisés

Cette annexe liste les logiciels que nous avons essayé ou utilisé pour au cours de
cette thése. Elle donne pour chacun d’entre eux une description rapide, une adresse
web, une référence, une indication sur le type de licence (libre : logiciel libre, sous
licence GPL ou équivalente donnant accés aux sources ; gratuit : logiciel gratuit pour
recherche et education ; payant : autres) et éventuellement quelques commentaires
personnels (et donc parfaitement subjectifs). Nous avons essayé d’utiliser le plus
possible de logiciel libres.

B.1 Calcul formel

Maple [CGG™'88] Systéme de calcul formel généraliste (payant, http://www.maplesoft.
com/index.html) jolie interface ; bien documenté ; bonne bibliothéque (combs-
truct, invar, ...). Mauvais support : les développeurs ne s’intéressent plus a
I'utilisation par les chercheurs.

MuPAD [The96] Systéme de calcul formel généraliste (gratuit, http://www.mupad.
de) : programmation orientée objet via le mechanisme de domaines, catégories
et axiomes; modules dynamiques en C++; trés bon support de I'équipe des
développeurs.

Magma [CP96, BCP97] Systéme de calcul formel généraliste (payant, http://www.
maths.usyd.edu.au:8000/u/magma/ ) : efficace pour manipuler des polynémes
(bases de grobmer, ...), bonne bibliothéque pour la géométrie algébrique (de
résolutions libres, d’invariants).

REDUCE [Hea95] Systéme de calcul formel généraliste (payant, mais avec accés au
sources, http://www.rrz.uni-koeln.de/REDUCE/).

Singular [GPS98] Systéme de calcul formel spécialisé en algébre commutative,
géometrie algébrique et théorie des singularités (libre, http://www.mathematik.
uni-k1.de/~zca/Singular/) : il existe une interface avec MuPAD.

GAP [GAP99] Systéme de calcul formel specialisé en théorie des groupes et en al-
gébre discréte (GPL,http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~gap/) : seule-
ment essayé.

CoCoA [CNR] Systéme de calcul formel spécialisé en algébre commutative (gratuit,
http://cocoa.dima.unige.it/) bibliothéque trés efficace et abondante en
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algébre commutative.

Macaulay CAS spécialisé en géométrie algébrique et en algébre commutative (http:
//www-sop.inria.fr/safir/SAM/Macaulay/ ) : seulement essayé. Mémes qua-
lités que CoCoA.

GB [Fau99] Logiciel de calcul de bases de Grébner, avec entre autre une interface
avec MuPAD (gratuit, http://www-calfor.lip6.fr/~jcf/GB.html) : il n’y a
pas plus rapide, a part FGb[Fau99|(http://posso.1lip6.fr/~ jcf/FGb.html).
C’est vraiment dommage que ce ne soit pas du logiciel libre!

B.2 Théorie des invariants

Invar [Kem93] bibliothéque pour Maple de théorie des invariants (libre, fournie
avec Maple) : Souffre de la lenteur et de certaines limitations de Maple.
RngInvar [Kem96] bibliothéque pour Magma de théorie des invariants (fournie avec
Magma) : Trés efficace. Dommage que Magma ne soit pas libre.

FINVAR.LIB [Hey96] bibliothéque pour Singular de théorie des invariants (libre,
fournie avec Singular).

FINVAR.LIB [Gat96] bibliothéque pour Maple de théorie des invariants (libre, http:

//www.zib.de/gatermann/symmetry.html#symmetry) : non essayée. Inclus
une réimplémentation efficace du calcul de bases de Grébner en Maple.

B.3 Combinatoire

ACE [Vei98] Bibliothéque Maple de combinatoire algébrique (gratuit, http://www-ignm.
univ-mlv.fr/"veigneau/HTML/ACE_PAGE.html) : Incompatible avec la der-
niére version de Maple.

muEC [Pro99] Adaptation d’ACE pour MuPAD, utilisant la bibliothéque C SYMMETRICA
[KKL]| (http://www.mathe2.uni-bayreuth.de/axel/symneu_engl.html) pour
les calculs intensifs (gratuit, http://weyl.univ-mlv.fr/ muec/).

nauty [McK90] Logiciel pour étudier les graphes a isomorphie prés (génération,
calcul de groupe d’automorphismes, etc.). (GPL, http://cs.anu.edu.au/
people/bdm/nauty/) : inimaginablement rapide.

combstruct [FZVC94, Zim94] Bibliothéque Maple pour engendrer des structures
combinatoires (GPL) : la seule raison pour laquelle nous continuons d’utiliser
Maple.

B.4 Calcul numérique

Scilab Systéme de calcul numérique (GPL, http://www-rocq.inria.fr/scilab/).
Utilisé pour le calcul du rang de quelques grosses matrices creuses.

LiDIA Bibliothéque C++ de calcul en théorie des nombres (gratuit, http://monkey.
mcs.kent.edu/systems/LiDIA.html) : Utilisation en projet pour le calcul de
rang de nos grosses matrices creuses a coefficients entiers.
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B.5 Rédaction du document

graphlet Logiciel de dessin de graphes (GPL/gratuit, http://www.fmi.uni-passau.
de/Graphlet/index.html) : trés complet, et les relations avec les dévelop-
peurs sont agréables.

VGJ Logiciel de dessin de graphes (GPL, http://www.eecs.tufts.edu/ "mccreary/
graph\_drawing.html).

xfig Logiciel de dessin vectoriel (GPL, http://www-epb.1bl.gov/xfig/).

ETEX, pdfLaTeX, bibtex, xindy, metapost, xdvi, gs, gv Systéme de production
de documents (GPL, http://www.loria.fr/cgi-bin/ctan-index). Jugez vous-
méme du résultat.

hevea Convertisseur [¥TEX — HTML (GPL, http://para.inria.fr/ maranget/
hevea/).

B.6 Programmation

Perl Langage de programmation généraliste et de haut niveau. (GPL, http ://www.perl.org/) :
trés grande bibliothéque, programmation orienté objet, glanage de cellule, ex-
pressions rationnelles trés puissantes, etc. Utilisé intensivement pour toutes
les conversions de formats de fichiers, et plus généralement dés que MuPAD se
révéle trop lent.

C/C++ Langage de programmation généraliste. Utilisé comme colle pour lier dy-
namiquement certains bouts de programmes externes avec MuPAD.

CVS Systéme de gestion de version de projets (GPL, http://www.loria.fr/ "molli/
cvs-index.html).

emacs Editeur de texte et environnement de programmation (GPL, http://www.
emacs.org/) : certainement mieux que vi :-)

KDE Environnement graphique (GPL, http://www.kde.org).
Linux Systéme d’exploitation (GPL, http://www.linux.org/).
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Annexe C

The PerMuVAR library for MuPAD

C.1 Introduction

PerMuVAR is a set of libraries for computing inVARiants rings of PerMutations
groups, using MuPAD and Perl. Here are some highlights of what this software
can do: computations of Hilbert series, weighted Poélya enumeration, fast compu-
tation in the invariant ring, computation of secondary invariants and, up to some
level, of minimal generating sets of polynomials; computations in the invariant ring
using the chain product, and of the corresponding secondary invariants, etc. Those
tools can be used, for example, to test if the ring of invariants is generated by some
given set of invariants. Note that this software does not provide tools for computing
primary invariants. By default it uses the elementary symmetric polynomials, but
you can provide your own.

The part of PerMuVAR written in Perl is a tool for generating canonical repre-
sentative of orbits of lists under the action of the group of permutation.

Why yet another invariant theory software ?

Softwares, written in Maple |[Kem93|, Magma [Kem96| or Singular already exists
for computing invariants of finite groups. However, one of the drawback of those
packages is that they use a preliminary Grobner basis computation. This is really
nice in small examples, since this allows a big speedup of the further computations.
But, for bigger groups, if this preliminary stage fails (this happens quite often in
my case) you don’t get any information at all on your invariant ring. To be precise,
the Invar package does not require this preliminary computation, but still fails
because of some internal limitation of Maple. I needed some tool, maybe slower if
not sluggish, but that would skip this preliminary stage and be at least able to give
information on the homogeneous components of low degree of the invariant ring.
This software only uses linear algebra methods, and its behavior is usually quite
predictable. As a rule of thumb, it can compute a partial minimal generating set up
to the degree d as long as the homogeneous components of degree less than d are of
dimension less than one thousand. This can take some time and memory though.
Quite often, this already shed interesting light on the structure of the invariant ring.
This software is also specialized in invariants rings on permutation groups. This
is a critical property which, if well used, allows big speedups of computations, as
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well as memory consumption shortage.

One other reason for this software is that MuPAD’s domains and categories mech-
anism allows object oriented programming. This makes it easy to split up the job
in small parts, and to implement specialized versions of some of the routines for
one’s particular group of interest. Suppose for example that the sizes of the con-
jugacy classes of the group, as well as the cycle type of the permutations in those
conjugacy classes, are known. One just have to redefine the cycleType method to
have a much faster computation of the Hilbert series. This also allowed to put all
the routines that are not particularly specialized for permutations groups in more
general categories. Therefore, it should be possible to reuse part of this package for
computations on other finite groups.

Finally, in the long term, MuPAD’s dynamic modules ability could allow to reim-
plement the critical parts of the algorithms in an external module in C or some
other very fast language. One can expect a gain of an order of magnitude in both
memory usage and time.

When to use this software

If you have a group action by permutation, that is too big for the other packages; if
you still want information on the invariant ring even if you have to do some work for
it, then this software is for you. If you can derive from the structure of your group,
how to optimize time critical methods such as canonic, then this is even more for
you.

C.2 Mathematical background

Let 21, ..., x, be m variables, and Clxy, ..., z,,] be the ring of polynomials in those
variables. Let G be a subgroup of the symmetric group &,,, acting on the m
variables by o.r; := x,(;. This action extends naturally on all polynomials. We
call a polynomial p invariant if for any permutation o of the group o.p = p. The
set Clxy,...,2,]¢ of all the invariants polynomials is clearly stable by sum and
product, and is called the ring of invariants of the group G. This ring is finitely
generated, and one of the goal is to find systems of polynomials which generates
it. Two kinds of such systems are of main interest: minimal systems of generators
and generating systems composed of primary invariants and secondary invariants.
There is a nice description of the algorithms for computing primary and secondary
invariants in [Kem93| and [Kem98b|. See also the part II of this document.

Lets call multivector a vector v := (vy,...,v,) of m non-negative integers. The
group G acts on those vectors by permuting the v;. The orbit v := {o.v, 0 €
G} of a multivector v is the set of multivectors obtained by letting G act on v.
Such a multivector can be identified with a monomial. Since the representation is
by permutation, an invariant polynomial can be seen as a sum of orbits of such
multivectors. The main originality of this software is to use this fact internally to
store polynomials in an efficient manner. In my case, the size of the orbits can
go up to a few thousands, so this really saves a lot to only store one canonical
element for each orbit. This also saves time on the computation of the product of
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two polynomials. Note that this relies heavily on the method canonic which returns
a canonic representant of a multivector.

C.3 PerMuVAR’s internals

C.3.1 Domains

Dom: :PermModule(Dimen, S, G)

This is the first domain you define. It contains methods to deal with vectors
of Dimen elements of S under the action of the permutation group G. The
group is described as a list of permutations. In a future release, it will be
possible to only list generators of the group. Most of the time, you don’t cre-
ate a Dom: :PermModule directly, but better define another domain which will
inherit its method. Thus you can override time-critical methods by specialized
versions.

Dom: : GraphModule Dom: :DiGraphModule Dom: : HyperGraphModule Dom: :BipartiModule
Those are four such specializations of PermModule, for dealing respectively
with graphs, digraphs, hypergraphs and bipartite graphs.

There is a Perl interface with Graphlet, which allows to interactively input
graphs into MuPAD by drawing them, and to view computed graphs. I did not
use the Network library for this since it does not deal with labels on the edges,
and stuff like this. Of course, I could have enhanced this library instead. But
anyway, using Graphlet for input is great.

One can work with subgroups of the group of permutations of the nodes of the
graph. I used this for testing the i-reconstructibility of some polynomials (see
the examples).

Dom: : InvariantAlgebra(R,S)

Here S is a permutation module as defined above. The resulting domain is the
ring of invariants on the permutation module S. Its elements, which represent
invariant polynomials are stored as described in 10.1.4.

This domain has all the usual methods to deal with polynomials, which makes
it a Cat::FiniteMonoidRing.

It’s possible to work in quotients of this algebra by defining an iszero method
which decides if some orbit is in the ideal to be quotiented out. This was used
for doing computations in the simple graph algebra and in the forest algebra
(see § 12.2.1 and § 12.2.2).

Note that this domain could have inherited a lot from Dom: :MonoidAlgebra.
However, for efficiency reasons, I had to use another internal structure. Indeed,
elements are represented by tables instead of lists, which allows constant time
access to the coefficient of a polynomial on some element of the basis.
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C.3.2 Categories

Cat::FiniteGroupModule
This is the very generic category of modules under the action of a finite group.
It contains some default methods for computing canonical elements, computing
Hilbert Series with Molien theorems, and such.

Cat: :PermutationGroupModule

The category of free modules under action of a finite permutation group. This
provides methods for computing the Hilbert Series (basic or fine), the sec-
ondary invariants series (basic or fine), the cycle indicator polynomial, or for
doing Polya weighted enumeration. It provides default methods for the cycle
types of the element of the group as well as primary invariants and their de-
grees. Finally it provides methods for exporting files for doing computations
on the invariant ring with the other invariant packages ( Invar, FINVAR.LIB,
Rnglnvar).

C.3.3 Other libraries

Secondary
Procedures for computing secondary invariants and minimal generating sets,
either with usual or chain product are currently in external libraries. The
reason for this is that it’s really a pain to debug code in the modules, since
you quite always have to do a complete reset of MuPAD’s kernel after any change.

LinPol
This is a library for computations on homogeneous polynomials (or anything
that looks like a homogeneous polynomial, see Cat::FiniteMonoidRing). Its
main purpose is to check if some polynomial is in the algebra generated by
some other list of polynomial, and if so to give the relationship. This is done
using some kind of Gauss elimination.

IsilPolynom
This library defines the domain Dom::IsilPolynomial which inherits from
the usual Dom: :Polynomial, but redefines the TEX generating method, for a
nicer output.

C.4 Example

Here is a typical MuPAD session.

/* Load various libraries */
loadlib("DOMAIN/DiGrapheModule") :
loadlib("DOMAIN/InAlg"):
loadlib("IsilPolynom"):
loadlib("LinPol"):

/* The domain of digraphs on 3 nodes weighted in N */
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G:=Dom: :DiGrapheModule(Dom: : Integer, 3):

/* The data base of graphs is in the graphdb/ subdirectory */
G::dataBase:="graphdb/":

/* Do quiet computations of canonical forms. */
setuserinfo(Any, 0);

/* The domain of invariant polynomial over G, with coefficients in Q */
In:=Dom::InvariantAlgebra(Dom: :Rational, G):

/* Define a digraph, as a list representing the valuations of its
edges. Here g is an arrow followed by a double arrow.
It can also be drawn with graphlet by using g:=G::input(),
and edited using g:=G::edit(g); */

g:=G([0, 1, 0, O, O, 2, O, O, 01);
/* Put g in canonical form, and convert it into an invariant polynomial.
Recall that this polynomial represents the sum of the monomials

corresponding to g’, where g’ go through the orbit of g */

p:=In(G::canonic(g));
/* o, 2, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0] %/

/* Just for fun, lets compute p~2 */

p~2;
/x [0, 4, 0, 0, O, O, 2, 0, 0] + 2-[0, O, 2, 3, 0, O, O, 1, O] +

2.[0, 1, 2, 1, 0, 2, 0, 0, 0] + 2-[0, 2, 2, 1, 0, 0, 1, O, 0] +
2-[0, 2, 0, 2, 0, 0, 1, 1, 0] */

/* Now we want to check if this polynomial is generated by simple
digraphs. We first read from the database the list of all simple
digraphs of degree less or equal to the degree of p, and convert
them into polynomials. The graphs in my database are not
necessarily in canonical form, so I have to put them in canonical
form first.

*/

1:=_concat (map(G::allGraphs("digraphs.simple". (G::n)."-".(i)),In0@G: :canonic)
$ hold(i)=1..degree(p)):

/* Construct a frozen copy of this list. */
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1freeze:=map(l,In: :FreePoly):

/* This allows to write the formal product of those polynomials,
without expansion. This is a goody used for exporting the final
result for LaTeX in a nice form. */

1freeze[1]~2=1[1]"2;
/* Try to express p as sums and products of polynomials in 1. */

res:=matrixLsolve(p, 1);
/* FAIL

/* No, this is impossible */

C.5 Distribution

This software has been implemented for MuPAD 1.4. As the syntax for domains is
going to change in MuPAD 1.5, it will need some translations. To avoid maintaining
two parallel versions of this software, there will be no official release for MuPAD 1.4.
Note that this is still experimental software. It works well for me, but the user
interface is still minimal. Moreover, names of functions, domains and such are likely
to change a lot, as well as the internal structure of the domains (see § C.7).

However, feel free to ask by e-mail (Nicolas.Thieryjonas.univ-lyonl.fr) a
copy of it to the author. It will also be on my web page real soon ™:

http://www.lmd.univ-1lyonl.fr/home/nthiery/

Finally, I will try to get this software included in the standard distribution of
MuPAD 1.5. As usual, comments, bug reports, bug fixes and such are warmly wel-
comed.

C.6 Prerequisites

e Obviously you need MuPAD, version 1.4 right now, and 1.5 for the official release.

e One can speedup quite a lot PerMuVAR’s computations of minimal generating
sets by precomputing the orbits. T wrote a Perl package Math: : GenGraph for
this. It’s specialized for the case of graphs, but a good part can be reused for
other permutation groups.

e Graphlet is a graph drawing tool. It’s only used for input and preview of
graphs.

e [XTEXcan be used for viewing graphically the equations obtained with PerMuVAR.

e The Perl module Math::GML (same author) is used for the interface with
Graphlet, and for drawing the little postscript pictures to be included by

ITEX.
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C.7T To do

The computation of minimal generating set is a by-product of the computation
of the secondary invariants. However, the result is currently not truly a minimal
generating set, since PerMuVAR does not yet check if the primary invariants are really
necessary or can be removed.

The documentation of all the methods is currently scattered through-out the
code. T still have to extract it, and put it in the standard MuPAD’s help format.

The organization of the various module has to be cleaned up. For example a lot
of code is shared between the various modules for graphs, digraphs or hypergraphs.
They all should inherit from a common father.

As for now, Perl has to be called by hand for the precomputations of the orbits.
PerMuVAR should call it automatically. I also have to define a basic generation proce-
dure in Perl for the case where the group is only described as a list of permutations.

It would be great to have a Perl interpreter embedded as a dynamic module for
MuPAD. This would make the calls to Perl really fast. I wrote a first hack in this
direction, but it’s still an unstable toy.

Some classical combinatorial functions are defined in an external library, called
isil-combinat. Most of those are also defined in mu-EC, so it would be better to
use the latter.

The use of an external fast sparse integer matrix library would probably speed
up the computations by an order of magnitude.

The use of an external fast module in C/C++ for computing canonical forms
of lists under the action of a permutation group would probably also speed up the
computations by an order of magnitude, and save memory (no need to use remember
table). nauty would be a good place to start writing this module.
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Index des notations

F,,N,Z,Q,R,C : corps classiques;

K : corps quelconque, de caractéristique 0 sauf mention explicite du contraire ;
K, L, N : corps, extension de ce corps, extension normale de ce corps;

®, &+ : Somme directe, somme directe orthogonale

Si=111 [n — 1,1] : Représentation irréductible du groupe symétrique paramé-
trée par la partition [n —1,1];

SA, M?* : Modules de Specht et de permutation paramétrés par la partition \:
x : Caractére d’une représentation ;

v = (v1,...,0,) : vecteur;

Etoile’ ™", Div¥™? : Opérateurs étoile et dérivation ;

E; : graphe simple en forme d’étoile centré sur 7;

x; : variable;

X := (21,...,x,) : famille de variables;
(v|v') : Produit scalaire de v par v’;
(Vi,...,Vn), (V1,...,Vp)k @ Espace vectoriel ou module, K-espace vectoriel

engendré par les vecteurs v; ;

(P15 3Dn)s (P1,-- - Pn)r} ¢ 1déal, Idéal dans K[x] engendré par les p;;
[p1,...,pn) : K-Algébre engendré par les p; ;

V] : Algeébre des polyndmes sur I'espace vectoriel V';

V] : Algébre des polynémes sur V invariants par le groupe G';

V]¢ : Composante isotypique dans K[V] d’un caractére irréductible x de G ;

7, = K[xg ;3] : Algébre des invariants sur les graphes & n sommets ;

R, : Algébre des polynémes de 7, algébriquement reconstructibles ;

K[x(i ;] : Algébre des polynémes invariants sur les digraphes & n sommets;
H(A,z) : Série de Hilbert de P'algébre graduée A;

Ao, A1, ... : Polynomes homogénes de degré 0, 1, ... de A;

Ay = A0 Ay, @ ... : Polyndmes sans constante de A;

Acqg =3 y4 Az : Polynomes de degré strictement inférieur a d de A;

B(A) : Borne sur le degré des générateurs de 'algébre graduée A;

B(n) : Borne sur le degré des générateurs de Z, ;

01,...,0,, : Invariants primaires ;

di,...,d,, : Degrés des invariants primaires;
M,...,N : Invariants secondaires ;

e1,...,e : Degrés des invariants secondaires ;

w1 @ Plus petit degré d’un polynome invariant relativement au caractére det™'.
o(z?) : négligeable devant x?

O(z?) : d’ordre de grandeur au plus z?
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de Stanley-Reisner, 135, 137, 257
de type fini, 97
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des invariants
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de régularisation, 53, 53
SAGBI, 157, 182
bibtex, 281
Bjorner, 85, 135
Bjorner, A., 4
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Bondy, A., 3

C++, 245, 280
canonic, 284
canonisation, 131
lexicographique, 131
carte d’un graphe, 198
Cat::FiniteGroupModule, 149, 286
Cat::FiniteMonoidRing, 285, 286
Cat::PermutationGroupModule, 149,
286
Cat::PermutationGroup, 135
Chan, S., 17, 90-92, 109, 174, 305, 306
CoCoA, 279, 162, 279, 280
Cohen, voir algébre de Cohen-Macaulay
combstruct, 280
complémentaire
d’un multigraphe, 223
composante
isotypique, 101
conjecture de Ulam, 197, 17, 18, 20, 89,
91, 166, 195, 198, 203, 222
conjugué, 123
corps
des fractions invariantes, 119, 119—
128
des invariants, voir corps des frac-
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correspondance de Galois, 119-128
CvVs, 281
cycleType, 284

décomposition

de Hironaka, 103-105, 111, 115, 257
décomposition de

Hironaka, 103
Delhommé, C., 53, 56
déterminant d’un graphe, 212
diagramme de Ferrers, 46, 47, 48
digraphe, 179



simple, 179
valué, voir digraphe
dimension de Krull, 102, 102, 120, 257

Dom: :BipartiModule, 285

Dom: :DiGraphModule, 285

Dom: :GraphModule, 285

Dom: :HyperGraphModule, 285

Dom: : InvariantAlgebra(R,S), 285
Dom: : InvariantAlgebra, 135

Dom: :IsilPolynomial, 286

Dom: :MonoidAlgebra, 285

Dom: :PermModule (Dimen, S, G), 285
Dom: :PermModule, 285

Dom: :Polynomial, 286

Dyck, 49

mot de, voir mot de Dyck
préfixe de mot de, voir préfixe de
mot de Dyck

élément primitif, 120, 121, 120-126
théoréme de I’, 121, 120-122
emacs, 281
énumération de Polya, 146, 20, 108,
146, 147, 147, 233, 257
espace vectoriel
des digraphes, 179
des étoiles, 63
des graphes, 180
des graphes orientés, 180
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exponentielle, 129
symétrisée, 130
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de corps, 119-128
de graphes, 65, 25, 53, 63, 6568

Ferrers
diagramme de, voir diagramme de
Ferrers
Ferrers, , 46
FGB, 172
FINVAR.LIB, 280, 92, 280, 286
Flajolet, P., 4, 187, 188, 246
fonction
de Schur, voir polynome symétrique
de Schur
invariante, 198
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reconstructible, 198
symétrique, voir polyndéme symé-
trique
puissance, 107
forme
d’un ensemble de vecteurs, 90, 90,
91
forme d’un multigraphe, 147
fractions
invariantes, voir corps des fractions
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Galois
correspondance de, voir correspon-
dance de Galois
groupe de, voir groupe de Galois
théorie de, voir théorie de Galois
GAP, 279, 279
Garsia, A., 3, 111, 135, 147, 166
GB, 4, 162, 171, 280
Gb, 280
gnuplot, 149, 187, 234
graphe
0-régulier, 63
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étoilé, 63
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gv, 281
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Hilbert, D., 97, 98, 156
Hironaka, 103
décomposition de, voir décomposi-
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HTML, 281
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IsilPolynom, 286
isomorphe, 75, 197
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Kantor, W. M., 25
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Kelly
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Kemper, G., 4, 92, 96, 102
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Kocay, W., 3, 18, 20, 186, 195, 207,
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metapost, 281
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Poincaré, H., 92, 96
point arboricity, 210
point partition number, 210
polynoéme
caractéristique d’un graphe, 212
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préfixe de mot de Dyck, 49, 49-58
principe de réflexion d’André, 50
produit de chaines, 137
produit scalaire, 35, 43, 62, 110, 115
canonique, 35, 25, 39
invariant, 110
pseudo-réflexion, 103, 115
Polya
énumération de, voir énumération
de Polya
substitution de, voir substitution
de Polya
Polya, G., 146

quasi-connexe
graphe, voir graphe quasi-connexe

Radon, 85
transformée de, voir transformée de
Radon discréte
reconstructible
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REDUCE, 279, 279
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Reisner, voir algébre de Stanley-Reisner
Reisner, G. A., 135
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représentant canonique, 131
représentation
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Reynolds
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nolds
Reynolds, , 97
RngInvar, 280, 92, 280, 286
Rosenberg, I. G., 78, 79

Schur
fonction de, voir polyndéme symé-
trique de Schur
lemme de, voir lemme de Schur
Schur, , 41
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bigraduée, 168, voir série de Hil-
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fine, 147
monograduée, voir série de Hil-
bert multigraduée
multigraduée, 148, 111, 149, 167
de Molien, 96
de Poincaré, 96
Singular, 279, 93, 279, 280, 283
sous-graphe
induit, 197
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module de, voir module de Specht
Specht, , 46
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Stanley, R. P., 4, 79, 129, 135
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SYMMETRICA, 280
SYMMETRY, 280
systéme
d’invariants primaires, voir systéme
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Algebraic invariants of graphs and Reconstruction.
A study based on computer exploration.

Abstract :

This thesis presents a study of the ring Z, of algebraic invariants over weighted
graphs on n vertices. This ring had only be completely described for n < 4, by
Aslaksen et al.(1996). Using tools from invariant theory, and in particular effective
methods, we obtain partial information on the structure of Z,, for n > 5. To this
end, we implemented PerMuVAR, a library of routines for MuPAD. Following Pouzet
(1976), we use the ring Z, to define and study various algebraic versions of Ulam’s
reconstruction conjecture. We link our work with similar approaches (Kocay 1982,
Cameron 1996). We look in detail at the algebraic reconstruction of trees, which is
related to an unsolved problem raised by Kocay in 1982.
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Graph Theory — Isomorphism of Graphs — Ulam’s Reconstruction Conjecture —
Invariant Theory — Representations of the Symmetric Group — Permutation Groups —
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Résumé :

Cette thése présente une étude expérimentale de 'algébre Z,, des invariants po-
lynémiaux sur les graphes valués a n sommets. Cette algébre n’avait été entiérement
décrite que pour n < 4 par Aslaksen et al.(1996). Nous utilisons les outils de la théo-
rie des invariants, et en particulier de calculs effectifs, pour obtenir des informations
partielles sur sa structure pour n > 5. A cet effet, nous avons concu et implémenté
une bibliothéque de fonctions, PerMuVAR. Comme résultats et conjectures issues de
cette exploration, mentionnons un systéme générateur de Zs (formé d’un millier de
polynomes de degré au plus 22), et un systéme générateur minimal partiel de Zs
(formé de 57 polynomes de degré au plus 9) qui pourrait étre générateur. Citons
aussi une hypothése sur un systéme de paramétres (vérifice pour n < 5) et des
contre-exemples a des hypothéses ou assertions sur la forme des générateurs.

L’algébre Z,, présente un intérét en combinatoire. Pouzet (1976) avait introduit
la sous-algébre R, des invariants de Z, algébriquement reconstructibles. I’égalité
de R, et de Z, entraine la conjecture de reconstruction de Ulam pour les graphes
valués a n sommets. Par un argument non constructif de dimension, nous montrons
que R, est une sous-algeébre stricte de Z,, lorsque 11 < n < 18 et vraisemblable-
ment au dela. D’un autre c6té, nous montrons que R, est préservée par dérivation,
fraction (sous certaines conditions) et passage au complémentaire, et contient de
nombreux invariants classiques (nombre de cycles hamiltoniens, polynome caracté-
ristique, polyndéme chromatique, « k-point partition numbers », etc.). Nous mettons
en relation notre travail avec d’autres approches similaires (Kocay 1982, Cameron
1996). Enfin, nous étudions la reconstructibilité algébrique des arbres, variante d’un
probléme soulevé en 1982 par Kocay et toujours non résolu.
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